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1 Категорiї з сiм’ями
Тут подано короткий неформальний опис категорiйної семантики залежної
теорiї типiв, запропонований Пiтером Диб’єром. Категорiальна абстрактна
машина Диб’єра на Haskell описана тут1.

1.1 Основнi визначення
Визначення 1.1 (Fam). Категорiя Fam — це категорiя сiмей множин,
де об’єкти є залежними функцiональними просторами (x : A) → B(x), а
морфiзми з доменом Π(A,B) i кодоменом Π(A′, B′) — це пари функцiй ⟨f :
A → A′, g(x : A) : B(x) → B′(f(x))⟩.

Визначення 1.2 (Π-похiднiсть). Для контексту Γ i типу A позначимо Γ ⊢
A = (γ : Γ) → A(γ).

Визначення 1.3 (Σ-охоплення). Для контексту Γ i типу A маємо Γ;A =
(γ : Γ) ∗A(γ). Охоплення не є асоцiативним:

Γ;A;B ̸= Γ;B;A

Визначення 1.4 (Контекст). Категорiя контекстiв C — це категорiя, де
об’єкти є контекстами, а морфiзми — пiдстановками. Термiнальний об’єкт
Γ = 0 у C називається порожнiм контекстом. Операцiя охоплення контексту
Γ;A = (x : Γ) ∗ A(x) має елiмiнатори: p : Γ;A ⊢ Γ, q : Γ;A ⊢ A(p),
що задовольняють унiверсальну властивiсть: для будь-якого ∆ : ob(C),
морфiзму γ : ∆ → Γ i терму a : ∆ → A iснує єдиний морфiзм θ =
⟨γ, a⟩ : ∆ → Γ;A, такий що p ◦ θ = γ i q(θ) = a. Твердження: пiдстановка є
асоцiативною:

γ(γ(Γ, x, a), y, b) = γ(γ(Γ, y, b), x, a)

Визначення 1.5 (CwF-об’єкт). CwF-об’єкт — це пара Σ(C,C → Fam), де
C — категорiя контекстiв з об’єктами-контекстами та морфiзмами-пiдстановками,
а T : C → Fam — функтор, який вiдображає контекст Γ у C на сiм’ю
множин термiв Γ ⊢ A, а пiдстановку γ : ∆ → Γ — на пару функцiй, що
виконують пiдстановку γ у термах i типах вiдповiдно.

Визначення 1.6 (CwF-морфiзм). Нехай (C, T ) : ob(C), де T : C → Fam.
CwF-морфiзм m : (C, T ) → (C ′, T ′) — це пара ⟨F : C → C ′, σ : T → T ′(F )⟩,
де F — функтор, а σ — натуральна трансформацiя.

Визначення 1.7 (Категорiя типiв). Для CwF з об’єктами (C, T ) i морфiзмами
(C, T ) → (C ′, T ′), для заданого контексту Γ ∈ Ob(C) можна побудувати
категорiю Type(Γ) — категорiю типiв у контекстi Γ, де об’єкти — множина
типiв у контекстi, а морфiзми — функцiї f : Γ;A → B(p).

1https://www.cse.chalmers.se/~peterd/papers/Ise2008.pdf
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1.2 Семантика залежної теорiї типiв
Визначення 1.8 (Терми та типи). У CwF для контексту Γ терми Γ ⊢ a : A
є елементами множини A(γ), де γ : Γ. Типи Γ ⊢ A є об’єктами в Type(Γ), а
пiдстановка γ : ∆ → Γ дiє на типи та терми через функтор T .

Теорема 1.1 (Композицiя пiдстановок). Пiдстановки в категорiї контекстiв
C є асоцiативними та мають одиницю (iдентичну пiдстановку). Формально,
для γ : ∆ → Γ, δ : Θ → ∆ i ϵ : Γ → Λ виконується:

(γ ◦ δ) ◦ ϵ = γ ◦ (δ ◦ ϵ), idΓ ◦ γ = γ, γ ◦ id∆ = γ.

Доведення. Асоцiативнiсть випливає з унiверсальної властивостi охоплення
контексту (Визначення 1.4). Для будь-яких γ, δ, ϵ композицiя морфiзмiв у C
вiдповiдає послiдовному застосуванню пiдстановок, що зберiгає структуру
контекстiв. Iдентична пiдстановка idΓ дiє як нейтральний елемент, оскiльки
p ◦ idΓ = idΓ i q(idΓ) = q.

Визначення 1.9 (Залежнi типи). Залежний тип у контекстi Γ — це вiдображення
Γ → Fam, де для кожного γ : Γ задається множина A(γ). У категорiї
Type(Γ) залежнi типи є об’єктами, а морфiзми мiж A i B — це функцiї
f : Γ;A → B(p), що зберiгають структуру пiдстановок.

Теорема 1.2 (Унiверсальна властивiсть залежних типiв). Для будь-якого
контексту Γ, типу A i терму a : Γ ⊢ A iснує унiкальний морфiзм θ : Γ → Γ;A,
який задовольняє p ◦ θ = idΓ i q(θ) = a. Це забезпечує коректнiсть залежної
типiзацiї в CwF.

Доведення. За Визначенням 1.4, унiверсальна властивiсть охоплення контексту
гарантує iснування θ = ⟨idΓ, a⟩. Унiкальнiсть випливає з того, що будь-який
iнший морфiзм θ′ з тими ж властивостями (p◦θ′ = idΓ, q(θ′) = a) збiгається
з θ через єдинiсть композицiї в C.
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1.3 Формалiзацiя в Anders
Для формалiзацiї CwF у Agda чи Lean необхiдно визначити категорiю C
як запис iз полями для об’єктiв, морфiзмiв, композицiї та iдентичностi, а
також функтор T : C → Fam. Нижче наведено псевдокод для Anders2:

de f a lgebra : U1 := Σ
−− a semicategory o f context s and s ub s t i t u t i o n s :
(Con : U)
(Sub : Con → Con → U)
(♢ : Π (Γ Θ ∆ : Con ) , Sub Θ ∆ → Sub Γ Θ → Sub Γ ∆)
(♢−assoc : Π (Γ Θ ∆ Φ : Con) (σ : Sub Γ Θ) ( δ : Sub Θ ∆)

(ν : Sub ∆ Φ) , PathP (⟨_⟩Sub Γ Φ) (♢ Γ ∆ Φ ν (♢ Γ Θ ∆ δ σ ) )
(♢ Γ Θ Φ (♢ Θ ∆ Φ ν δ ) σ ) )

−− id en t i t y morphisms as i d e n t i t y s ub s t i t u t i o n s :
( id : Π (Γ : Con ) , Sub Γ Γ)
( id−l e f t : Π (Θ ∆ : Con) ( δ : Sub Θ ∆) ,

Path (Sub Θ ∆) δ (♢ Θ ∆ ∆ ( id ∆) δ ) )
( id−r i gh t : Π (Θ ∆ : Con) ( δ : Sub Θ ∆) ,

Path (Sub Θ ∆) δ (♢ Θ Θ ∆ δ ( id Θ) ) )
−− a termina l o j e c t as empty context :
( • : Con)
( ε : Π (Γ : Con ) , Sub Γ • )
( •−η : Π (Γ : Con) ( δ : Sub Γ • ) , Path (Sub Γ • ) ( ε Γ) δ )
(Ty : Con → U)
(_|_|T : Π (Γ ∆ : Con ) , Ty ∆ → Sub Γ ∆ → Ty Γ)
( | id |T : Π (∆ : Con) (A : Ty ∆) , Path (Ty ∆) (_|_|T ∆ ∆ A ( id ∆) ) A)
( |♢ |T : Π (Γ ∆ Φ : Con) (A : Ty Φ) (σ : Sub Γ ∆) ( δ : Sub ∆ Φ) ,

PathP (⟨_⟩Ty Γ) (_|_|T Γ Φ A (♢ Γ ∆ Φ δ σ ) )
(_|_|T Γ ∆ (_|_|T ∆ Φ A δ ) σ ) )

−− a ( covar i ant ) p r e shea f on the category o f e lements as terms :
(Tm: Π (Γ : Con ) , Ty Γ → U)
(_|_| t : Π (Γ ∆ : Con) (A : Ty ∆) (B : Tm ∆ A)

(σ : Sub Γ ∆) , Tm Γ (_|_|T Γ ∆ A σ ) )
( | id | t : Π (∆ : Con) (A : Ty ∆) ( t : Tm ∆ A) ,

PathP (⟨i⟩ Tm ∆ ( | id |T ∆ A @ i ) )
(_|_| t ∆ ∆ A t ( id ∆) ) t )

( |♢ | t : Π (Γ ∆ Φ : Con) (A : Ty Φ) ( t : Tm Φ A)
(σ : Sub Γ ∆) ( δ : Sub ∆ Φ) ,
PathP (⟨i⟩ Tm Γ ( |♢ |T Γ ∆ Φ A σ δ @ i ) )

(_|_| t Γ Φ A t (♢ Γ ∆ Φ δ σ ) )
(_|_| t Γ ∆ (_|_|T ∆ Φ A δ ) (_|_| t ∆ Φ A t δ ) σ ) )

Ця структура дозволяє реалiзувати Визначення 1.1–1.11, а Теореми 1.10 i
1.12 доводяться через перевiрку асоцiативностi та унiверсальних властивостей.

2https://anders.groupoid.space/lib/mathematics/categories/meta/kraus.anders
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1.4 Висновки
Категорiї з сiм’ями (CwF) є потужним iнструментом для моделювання залежної
теорiї типiв. Вони забезпечують чiтку семантику для контекстiв, пiдстановок
i залежних типiв, що полегшує аналiз i формалiзацiю.
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