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Анотацiя

Ця робота є спробою огляду iснуючих мов програмування для
квантових обчислень,
їх теоретичних основ та особливостей. Як приклад розглядається
дискретне перетворення Фур’є, яке в якостi вправи iмплементується
на двох мовах програмування: практичнiй, iмперативнiй QCL вiд
Бернхарда Омера[12] та теоретичнiй формальнiй, функцiональнiй
мовi програмування, лямбда-численнi з лiнiйними функцiями вiд
Андре ван Тондера[16]. Як висновок пропонуємо нарис своєї мови
PLQ для квантових обчислень з залежними, залежними-лiнiйними та
квантовими типами.
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Присвячується

Фелiксу Блоху

1 The Felix Language

1.1 Лiнiйна алгебра
Нотацiя Дiрака це компактний формалiзм лiнiйної алгебри який будемо
застосовувати для визначень квантової механiки1.

Табл. 1: Нотацiя Дiрака

Нотацiя Визначення
|ψ⟩ загальний кет-вектор, наприклад (c0, ..., cn)

T

⟨ψ| дуальний бра-вектор, наприклад (c∗0, ..., c
∗
n)

|n⟩ n-й базис вектор стандартного базису N = (|0⟩, ..., |n⟩)
|ñ⟩ n-й базис вектор альтернативного базису Ñ = (|0̃⟩, ..., |ñ⟩)
⟨ϕ|ψ⟩ скалярний добуток
|i, j⟩ тензорний добуток базисних векторiв |i⟩ та |j⟩
|ϕ⟩ ⊗ |ψ⟩ тензорний добуток

Definition 1. (Векторний простiр). Множина V називається векторни
мпростором над скалярним полем F, тодi i тiльки тодi, коли визначенi
операцiї + : V × V → V (сума векторiв) та · : F × V → V (добуток скаляра
та вектора) з наступними властивостями: i) (V,+) утворюють комутативну
групу; ii) λ|ψ⟩ = |ψ⟩λ; iii) λ(µ|ψ⟩) = (λµ)|ψ⟩; iv) (λ + µ)|ψ⟩ = λ|ψ⟩ + µ|ψ⟩;
v) λ(|ψ⟩ + |φ⟩) = λ|ψ⟩ + λ|φ⟩. Далi будемо розглядати скалярне поле
комплексних чисел F = C.

Definition 2. (Скалярний добуток). Функцiя ⟨·|·⟩ : V ×V → C називається
скалярним добутком, тодi i тiльки тодi, коли: i) ⟨ψ|(λφ⟩+ µ|χ⟩) = λ⟨ψ|φ⟩+
µ⟨ψ|φ⟩; ii) ⟨ψ|φ⟩ = ⟨φ|ψ⟩∗; iii) 0 < ⟨ψ|ψ⟩ ∈ R. Скалярний добуток визначає
норму ∥ |ψ⟩ ∥=

√
⟨ψ|ψ⟩ =∥ ψ ∥.

Definition 3. (Повний векторний простiр). Нехай V векторний простiр з
нормою ∥ · ∥ та |ψn⟩ ∈ V послiдовнiсть векторiв. i) |ψ⟩ є послiдовнiстю Кошi
ттт. ∀ϵ > 0∃N > 0 : ∀n,m > N, ∥ |ψn⟩ − |ψn+1⟩ ∥< ϵ. ii) |ψ⟩ сходиться ттт.
∀ϵ > 0∃N > 0 : ∀n > N, ∥ |ψn⟩ − |ψ⟩ ∥< ϵ. Простiр V повний ттт. кожна
послiдовнiсть Кошi сходиться.

Definition 4. (Гiльбертiв простiр). Повний векторний простiр H зi
скалярний добутком ⟨·|·⟩ та вiдповiдною нормою ∥ ψ ∥=

√
⟨ψ|ψ⟩ називається

Гiльбертовим.
1I.О. Вакарчук. Квантова Механiка. 2012
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Definition 5. (Лiнiйний оператор). Нехай V – векторний простiр, а А –
функцiя A : V → V . Тодi А називається лiнiйним оператором ттт.

A(λ|ψ⟩+ µ|φ⟩) = λA|ψ⟩+ µA|φ⟩

В Cn лiнiйний оператор є матрицею m × n з елементами ai,j = ⟨i|A|j⟩, де
A = Σi,jai,j |i⟩⟨j|. За визначенням лiнiйностi оператор А можно записати
через лiнiйну суму векторiв базису B:

A : |n⟩ → Σkakn|k⟩, де |k⟩ ∈ B.

Definition 6. (Тензорний добуток гiльбертових просторiв). Нехай H1 та H2

— Гiльбертовi простори з базисами B1 та B2. Тодi тензорний добуток

H = H1 ⊗H2 = {Σ|i⟩∈B1
Σ|j⟩ ∈ B2cij |i, j⟩∥cij ∈ C}.

також Гiльбертiв простiр з базисом B = B1 ×B2 та скалярним добутком:

⟨i, j|i′, j′⟩ = ⟨i|i′⟩⟨j|j′⟩ = δii′δjj
′, де |i⟩, |i′⟩ ∈ B1, |j⟩, |j′⟩ ∈ B2.

Definition 7. (Тензорний добуток лiнiйних операторiв). Нехай A та B
лiнiйнi оператори на Гiльбертових протосторах H1 та H2, тодi тензорний
добуток

A⊗B = Σi,jΣi′,j′ |i, j⟩⟨i|A|i′⟩⟨j|B|j′⟩⟨i′, j′|
лiнiйний оператор на на гiльбертовому просторi H1 ⊗H2.

Definition 8. (Комутатор та антикомутатор). Нехай A та B лiнiйнi
оператори на гiльбертовому просторi H. Оператор [A,B] = AB − BA
називається комутатором, а A,B = AB+BA називається антикомутатором.

1.2 Iнтерпретацiя квантової механiки
В залежностi вiд того як саме моделюються та конструюються гiльбертовi
простори та гамiльтонiани, виникають рiзнi теорiї, вiд нерятивiстської
квантової електродинамiки до квантової хронодинамiки яка вводить
поняття кваркiв та глюонiв.

Теорiя квантових обчислень — це ще одна теорiя поверх абстрактного
квантового формалiзму та є iнтерпретацiєю квантової механiки. Однак це
не фiзична теорiя в тому сенсi, що вона не описує природнiй процес, а
є ближчою до схемотехнiки, з квабiтами та квантовими вентилями, без
визначення як саме моделюється квантова система, вона може бути або
фiзичним об’єктом або симулятором.

Точно так як для апаратного забезпечення будуються
мови порграмування та вищi мови програмування, так само для квантових
обчислень, квантових станiв та квантових логiчних елементiв (вентилiв),
iснують свої мови програмування. У наступнiй секцiї дамо огляд iснуючих
мов та пiдходiв до їх побудови, а тут дамо основнi принципи та компоненти
архiтекти квантових обчислень, аби пояснити основнi мовнi елементи, та їх
перетворення.
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1.3 Пам’ять квантового комп’ютера
Definition 9. (Квантовий бiт). Квантовий бiт або квабiт визначається
як квантова система, стан якої може бути повнiстю виражений як
суперпозицiя (лiнiйна комбiнацiя) двох ортонормованих власних базових
станiв позначених |0⟩ та |1⟩. Загальний стан |ψ⟩ квабiта тодi визначається
як |ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩, |α|2 + |β|2 = 1. Значення квабiта описується
спостереженням N = |1⟩⟨1|. ⟨N⟩ дає вiрогiднiсть знайти систему в станi
|1⟩, якщо над квабiтом були проведенi вимiри. Простiр станiв квабiта
є гiльбертовим простором H = C2. Ортонормована система |0⟩, |1⟩
називається обчислювальним базисом.

Definition 10. (Сфера Блоха). Загальний стан квабiта може бути
виражений в полярних координатах θ та ϕ:

|ψ⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ eiϕsin

θ

2
|1⟩.

Одиничний вектор стану |ψ⟩ називається вектором Блоха r̃ψ, та має
наступну властивiсть r̃ϕ = −r̃ξ ↔ ⟨ϕ|ξ⟩ = 0. Оберти навколо осей X, Y

Рис. 1: Сфера Блоха як представлення квабiта |ψ⟩

та Z вектора Блоха тодi визначаються як оператори:

X(θ) =

[
cos θ2 −isin θ2

−isin θ2 cos θ2

]
, Y (θ) =

[
cos θ2 −sin θ2
sin θ2 cos θ2

]
, Z(θ) =

[
e−iθ/2 0

0 eiθ/2

]
Definition 11. (Квантова система).

Definition 12. (Еволюцiя системи). Темпоральна еволюцiя стану системи
описується рiвнянням Шрьодiнгера:

iℏ
δ

δt
|ψ⟩ = H|ψ⟩.

де ℏ ≡ 1.05457 · 10−43 експериментальна константа Планка, а H —
фiксований самоспряжений оператор на гiльбертовому просторi, знаний
як Гамiльтонiан квантової системи. В квантовiй фiзицi нормують вiдносно
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ℏ тодi рiвняння можна записани у безвимiрнiй формi i|ψ⟩ = H|ψ⟩.
Гамiльтонiан H повнiстю визначає квантову систему. Другий спосiб
визначення, через унiтарний оператор U = e−iH . Темпоральна еволюцiя
замкненої квантової системи зi страну |ψ⟩ та часу t1 в стан |ψ′⟩ та часу
t2 може бути описана унiтарним оператором U = U(t2 − t1), таким, що
|ψ′⟩ = U |ψ⟩.

Definition 13. (Вимiрювання). Проективне вимiрювання визначається
як самоспряжений оператор M який називається спостереженням зi
спектральною композицiєю M = ΣmmPm, де Pm проекцiя на
власний простiр власного значення m. Власнi значення m оператора M
вiдповiдаються усiм можливим результатам вимiрювання. Вимiрювання
|ψ⟩ дасть результат m з вiрогiднiстю p(m) = ⟨ψ|Pm|ψ⟩, таким чином
через скорочення |ψ⟩ отримаємо новий стан системи |ψ′⟩ = 1√

p(m)
Pm|ψ⟩.

Для стану квабiта, самоспряжений оператор N знаний як стандартне
вимiрювання.

N =

(
0 0
0 1

)
= 0 · |0⟩⟨0|+ 1 · |1⟩⟨1|.

Бiль загально для простору стану H = Cn стандартне вимiрювання
визначається як N = Σii|i⟩⟨i|.

Definition 14. (Виважене
середнє). Виважене середнє ⟨M⟩ усiх можливих результатiв вимiрювання
M називється очiкуваним значенням та визначається як

⟨M⟩ = Σnp(m)m = Σm⟨ψ|mPm|ψ⟩ = ⟨ψ|M |ψ⟩.

1.4 Оператори обчислювального ядра
Definition 15. (Оператори Паулi). Оператори Паулi пов’язанi з довiльним
обертом вектора Блоха формулою:

Rñ(θ) = e−
i
2 θñ·(x,y,z) = cos

θ

2
I − isin

θ

2
(nxX + nyY + nzZ)

де X,Y,Z — оператори:

X =

[
0 1
1 0

]
, Y =

[
0 −i
i 0

]
, Z =

[
0 −i
i 0

]
Найпростiший випадок унiтарного перетворення це оператор який дiє

на одиничний квабiт. Загальна форма 2-вимiрної комплексної унiтарної
матрицi U ∈ SU(2) має вигляд:

U = eiφ
(
e

i
2 (−α−β)cos θ2 −e i

2 (−α+β)sin θ2
e

i
2 (α−β)cos θ2 e

i
2 (α+β)sin θ2

)
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Нехай U ∈ SU(2) має базиснi вектори |u⟩ та |v⟩ та власнi значення u та
v. Тодi U можна виразити:

U = u|u⟩⟨u|+ v|v⟩⟨v| = eiφRñ(δ),

де δ — фазова рiзниця мiж u та v — пов’язана як v = eiδv.

Definition 16. (Оператор Адамара).

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
Definition 17. (Фазовий та π/8 оператори).

S =

[
1 0
0 i

]
, R3 =

[
1 0
0 eiπ/4

]
Definition 18. (Контрольований вентиль). Нехай U унiтарний q-
квабiтний вентиль, контрольований U-венииль з n-контрольними бiтами
тодi визначається як

Cm[U ] =


I . . . 0 0
...

. . . 0 0
0 0 I 0
0 0 0 U


в просторi станiв B⊗n+m.

Definition 19. (Контрольований НЕ вентиль).

CNot : |x, y⟩ → |x⊗ y, y⟩

CNot = C[X] =

[
I 0
0 X

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Definition 20. (Вентиль перестановки).

Swap : |x, y⟩ → |y, x⟩

Definition 21. (Контрольований фазовий вентиль).

CPhase : |x, y⟩ → ixy|x, y⟩

Definition 22. (Вентиль Тофолi).

CCNot : |x, y, z⟩ → ixy|x, y⟩
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1.5 Огляд iснуючих мов
З огляду на новизну предмету розроблено не так багато мов, усi що є можна
роздiлiти на iмперативнi (по духу своєї iмплемантацiї) та функцiональнi
(або побудованi на базi певного виду лямбда числення). Ми наведемо
приклади програм для обох пiдходiв. У якостi порiвняльної характеристики
вiзьмемо алгоритм дискретного перетворення Фур’є.

Рис. 2: Графiчне представлення квантової схеми вентилiв дискретного
перетворення Фур’є для 4-квабiтного регiстру
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1.5.1 Iмперативнi мови програмування

Станом на 2018 рiк найбiльш розробленою мовою, яка компiлюється пiд Lin-
ux та Mac є QLC вiд Бернхарда Омера 2. До QLC можна вiдзначти наступнi
мови: 1) Q-gol вiд Грега Бейкера (1996) 3; 2) qGCL вiд Паоло Зулiанi
(2000)[14]; 3) Quantum C Language вiд Стефана Блаха (2002); 4) QPAlg
вiд Марi Лолiр та Фiлiпа Жорранда (2004)[11], синтаксис та семантика
цiєї системи базується на численнi процесiв Мiлнера CCS та формальнiй
мовi LOTOS; 5) CQP (Communication Quantum Processes) вiд Саймона Гея
та Раджагопала Нагараджана (2004)[8]; 6) Q (DSL мова для С++) вiд
Беттеллi, Каларко та Серафiнi[]. 7) LanQ вiд Гинека Млнарiка[13].

Definition 23. (Перестановка).
cond qufunct Swap( qureg a , qureg b) {

i n t i ; i f #a !=#b { ex i t "arguments must equal " ; }
f o r i=0 to #a−1 {

CNot(b [ i ] , a [ i ] ) ;
CNot( a [ i ] , b [ i ] ) ;
CNot(b [ i ] , a [ i ] ) ; } }

Definition 24. (Змiна порядку квабiтiв).
cond qufunct f l i p ( qureg q ) {

i n t i ; f o r i=0 to #q/2−1 { Swap(q [ i ] , q[#q−i −1 ] ) ; } }

Definition 25. (Дискретне перетворення Фур’є, Коперсмiт).
operator d f t ( qureg q ) {

const n=#q ; i n t i ; i n t j ;
f o r i=1 to n {

f o r j=1 to i −1 { V( p i /2^ ( i−j ) , q [ n−i ] & q [ n−j ] ) ; }
H(q [ n−i ] ) ; }

f l i p ( q ) ; }

2Bernhard Ömer. Structured Quantum Programming. PhD. TU Vienna. 2003. http://
tph.tuwien.ac.at/~oemer/doc/structquprog.pdf

3Gregory David Baker. Qgol. A system for simulating quantum computations: Theory,
Implementation and Insights. 1996. PhD. Macquarie University.
http://www.ifost.org.au/~gregb/q-gol/QgolThesis.pdf
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1.5.2 Функцiональнi мови програмування

Лямбда числення лежить в основi сучасних алгебраїчних систем та
основ математики[6], воно може бути розглянуте не лише як мова
програмування загального використання, але i фреймворк для судження
про обчислювальнi властивостi програм.

Таксономiю лямбда числень, яку виконав Хенк Барендрегт та подав
у виглядi лямбда кубу[7], можна розширити квантовими мовними
примiтивами, вводити в вищi лямбда числення з гомотопiчними типами,
або в системи доведення теорем з екстрактом або лише верифiкацiєю.

З огляду на природу квантових обчислень необхiдним компонентом
квантового лямбда числення є система лiнiйних типiв, де за час iснування
змiнної в областi видимостi пiд час виконання дозволяється звертання
до неї тiльки один раз. Така система типiв уже використовується не
тiльки в еспериментальних верифiкаторах але i в сучасних системних
мовах програмування (Rust), де завдяки верифiкатору лiнiних типiв
вдається обiйтися без алгоритмiв автоматичного вивiльнення памятi пiд час
виконання програми (схема памятi повнiстю моделюється пiд час компiляцiї
програми).

Серед робiт присвячених мовам на базi лямбда числень можна
вiдзначити наступнi: 1) Найбiльш класичне нетипизоване лямбда числення
Андре ван Тондера[16]. Тут подається доведення iзоморфiзму машинi
Тюрiнга, повнота та звучання системи, що є формальною перевагою
перед iмперативними мовами, такими як QCL; 2) Quipper вiд Грiна,
Люмсдейна, Росса, Селiнжера та Валiрона [10][9]. Це спроба вбудувати DSL
для квантових обчислень в мову Haskell, симулятор мови побудований на
генераторах групи Клiффорда, квантових операторах X,Y,Z,H,S. 3) Робота
по лямбда численню вiд Аррiгi та Довека[5]. 4) QML для Haskell вiд
Торстена Альтенкiрха та Джонатана Граттажа[1][2][3].
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Definition 26. (Синтаксичне дерево OH). Синтаксичне дерево OH

визначає лямбда числення з лiнiйними змiнними поєднане з класичним
нетипизованим лямбда численням. Тобто OH є найпростiшим операцiйним
квантовим лямбда численням для середовищ виконання.

c = 0 | 1 | H | S | R3 | CNot | X | Y | Z | . . .
t = x | λ x . t | let x =t in t | t t

| ( t , t ) | t | c | ! t | λ ! x . t

Тут даються примiтиви лiнiйних типiв, де доступ до змiнної можливий лише
раз в обсластi визначення змiнної. Для нелiнiйних або звичайних лямбда
функцiї даються примiтиви позначенi !. В перелiку квантових примiтивiв c
даються: i) ортонормований базис |0⟩ та |1⟩; ii) H — оператор Адамара; iii)
S — фазовий вентиль; iv) R3 — π/8 вентиль; v) контрольований не вентиль
CNot; vi) вентилi Паулi X, Y та Z.

Definition 27. (Пара Айнштайна-Подольського-Розена).

EPR = CNot ((H 0),0) (1)

Definition 28. (Квантова телепортацiя).

teleport x = let (e1, e2) = EPR in
let (x′, y′) = alice (x, e1) in bob (x′, y′, e2)

(2)

alice (x, e1) = let (x′, y′) =

CNot (x, e1) in ((H x′), y′)

bob (x′, y′, e2) = let (y′′, e′2) = cX (y′, e2) in
let (x′′, e′′2) = cZ (x′, e′2) in (x′′, y′′, e′′2) (3)

Definition 29. (Дискретне перетворення Фур’є).

fourier list = reverse fourier′ list (4)

fourier′ list = case list of


() → ()

h : t→ let h′ : t′ = phases (H h) t !2

in h′ : fourier′ t′
(5)

phases target controls !n =

case control of



() → target

control : t→ let (control′, target′) =

(cR !n) (control, target) in
let target′′ : t′ = phases target′ t !(succ n) in
target′′ : control′ : t′

(6)

10



1.6 Висновки
Як видно для реалiзацiї семантики мови програмування для квантових
комп’ютерiв достатньо поєднаяти тензорне числення разом з π-численням
процесiв, або лiнiйними типами. На сьогоднiшнiй день (2018) серед
iмперативних мов програмування найбiльш завершена, повна та практична
на думку автора є QLC вiд Бернхарда Омера, серед мов для лямбда числень
немає жодної достатньо зрiлої iмплементацiї.

1.7 Мова PLQ
Вiдкрите питання в теорiї типiв, iмплементацiя та дизайн мови з лiнiйними
та залежними типами та квантовими примiтивами. Тому ми пропонуємо як
висновок пiсля огляду мов та їх синтаксисiв свiй синтаксис такої мови, та
показуємо з яких iнгрiдiєнтiв її можна побудувати.

Мову квантових обчислень OH можно розкласти до комбiнацiї (прямої
суми) трьох синтаксичних дерев: i) дерева Oλ — базового чистого лямбда
числення з залежними типами (pure, iмплементовану автором[15]); ii)
дерева Oπ — числення з лiнiйними типами, або просто iнший вид стрiлок
(linear); iii) операторний базис квантового числення OQ з конструкторами
X,Y,Z,S,H,R3 та конструктором визначення квабiта (quantum). Тодi
формальний синтаксис мови для квантових комп’ютерiв, записаний на
cubicaltt[4] у виглядi iндуктивного типу синтаксичного дерева, буде
виглядати так:
data pure ( lang : U)

= s t a r (n : nat ) | var ( l : nat ) | p i ( l : nat ) ( f : lang )
| lambda (x : nat ) ( f : lang ) | app ( f a : lang )

data l i n e a r ( lang : U)
= s t a r (n : nat ) | var ( l : nat ) | p i ( l : nat ) ( f : lang )
| lambda (x : nat ) ( f : lang ) | app ( f a : lang )

data quantum ( lang : U)
= r e g i s t e r (n : nat ) | i (n : nat ) | 0 | 1 | H ( l : lang ) | S ( : lang )
| X ( f : lang ) | Y ( f : lang ) | Z ( f : lang ) | CNot ( f a : lang )

Результуюча авторська мова (назвемо її PLQ) виражається як
взаяморекурсивна сума елментарних мовних синтаксисiв.
data PLQ =Pure (_: pure PLQ)

| Linear (_: l i n e a r PLQ)
| Quantum (_: quantum PLQ)

З огляду на розмiв реферату, семантику цiєї мови наводити не будемо,
однак, очевидно, що мову Андре ван Тондера можна продовжиди до PTS з
лiнiйними типами в категорiях з сiмейставами зi значеннями в симетричних
моноїдальних категорiях, як було показано Матейсом Вакаром[?].
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