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Присвячується автору
типiзованого лямбда числення

Алонсо Чьорчу

1 The Alonso Language
Мова програмування Alonso — це чиста нетипiзована мова, що є
внутрiшньою мовою декартово-замкнених категорiй. Вона базується на
лямбда-численнi, розширеному парами, проєкцiями та термiнальним
об’єктом, забезпечуючи мiнiмальну модель для обчислень у категорiйному
контекстi.

1.1 Синтаксис
Терми Alonso складаються зi змiнних, лямбда-абстракцiй, застосувань,
пар, проєкцiй (першої та другої) та термiнального об’єкта. Це мiнiмальна
мова, що пiдтримує обчислення через бета-редукцiю та проєкцiї.
I = #i d e n t i f i e r
O = I | ( O ) | O O | λ I −> O | O , O | O.1 | O. 2 | 1

type term =
| Var o f s t r i n g
| Lam of s t r i n g * term
| App o f term * term
| Pair o f term * term
| Fst o f term
| Snd o f term
| Unit

1.2 Правила обчислень
Основними правилами обчислень у Alonso є бета-редукцiя для лямбда-
абстракцiй та правила проєкцiй для пар. Термiнальний об’єкт є незвiдним.
App (Lam (x , b ) , a ) → subst x a b
Fst ( Pair ( t1 , t2 ) ) → t1
Snd ( Pair ( t1 , t2 ) ) → t2

(λx.b) a

b[a/x]

fst ⟨t1, t2⟩
t1

snd ⟨t1, t2⟩
t2
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1.3 Пiдстановка

l e t r e c subst x s = f unc t i on
| Var y −> i f x = y then s e l s e Var y
| Lam (y , t ) when x <> y −> Lam (y , subst x s t )
| App ( f , a ) −> App ( subst x s f , subst x s a )
| Pair ( t1 , t2 ) −> Pair ( subst x s t1 , subst x s t2 )
| Fst t −> Fst ( subst x s t )
| Snd t −> Snd ( subst x s t )
| Unit −> Unit
| t −> t

1.4 Рiвнiсть

l e t r e c equal t1 t2 =
match t1 , t2 with
| Var x , Var y −> x = y
| Lam (x , b ) , Lam (y , b ’ ) −> equal b ( subst y (Var x ) b ’ )
| Lam (x , b ) , t −> equal b (App ( t , Var x ) )
| t , Lam (x , b) −> equal (App ( t , Var x ) ) b
| App ( f1 , a1 ) , App ( f2 , a2 ) −> equal f 1 f 2 && equal a1 a2
| Pair ( t1 , t2 ) , Pair ( t1 ’ , t2 ’ ) −> equal t1 t1 ’ && equal t2 t2 ’
| Fst t , Fst t ’ −> equal t t ’
| Snd t , Snd t ’ −> equal t t ’
| Unit , Unit −> t rue
| _ −> f a l s e

1.5 Редукцiя

l e t r e c reduce = f unc t i on
| App (Lam (x , b ) , a ) −> subst x a b
| App ( f , a ) −> App ( reduce f , reduce a )
| Pair ( t1 , t2 ) −> Pair ( reduce t1 , reduce t2 )
| Fst ( Pair ( t1 , t2 ) ) −> t1
| Fst t −> Fst ( reduce t )
| Snd ( Pair ( t1 , t2 ) ) −> t2
| Snd t −> Snd ( reduce t )
| Unit −> Unit
| t −> t

1.6 Нормалiзацiя

l e t r e c normal ize t =
l e t t ’ = reduce t in
i f equal t t ’ then t e l s e normal ize t ’

1.7 Внутрiшня мова ДЗК
Мова Alonso є внутрiшньою мовою декартово-замкненої категорiї (ДЗК).
Вона включає лямбда-абстракцiї та застосування для замкнутої структури,
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пари та проєкцiї для декартового добутку, а також термiнальний об’єкт для
вiдновлення повної структури ДЗК.
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Присвячується автору
Interaction Networks
Combinators

Iву Лафону

2 The Yves Language
Мова програмування Yves — це внутрiшня мова
симетричних моноїдальних категорiй, що реалiзує паралельнi обчислення
через взаємодiю комбiнаторiв (ζ, δ, ϵ) з правилами анiгiляцiї та комутацiї,
придатна для моделювання лiнiйних i паралельних систем.

2.1 Синтаксис
Definition 1. Терми Yves складаються зi змiнних, комбiнаторiв (Con,
Dup, Era), пар, обмiну (Swap), зв’язування (Let) та одиницi (Unit). Мова
пiдтримує афiнну логiку, забороняючи повторне використання змiнних.
I = #i d e n t i f i e r
Y = I | Con Y | Dup Y | Era Y

| Pair (Y, Y) | Unit
| Let ( I , Y, Y) | Swap Y

Definition 2. Кодування термiв у мовi OCaml:
type term =

| Var o f s t r i n g
| Con o f term
| Dup o f term
| Era o f term
| Pair o f term * term
| Swap o f term
| Let o f s t r i n g * term * term
| Unit

8



2.2 Семантика
Theorem 1. Правила обчислень у Yves базуються на анiгiляцiї та
комутацiї комбiнаторiв:
Con (Con x ) → Pair (x , x )
Dup (Dup x ) → Pair (x , x )
Era (Era x ) → Unit
Con (Dup x ) → Dup (Con x )
Con (Era x ) → Pair ( Era x , Era x )
Dup (Era x ) → Pair ( Era x , Era x )
Swap ( Pair ( t , u ) ) → Pair (u , t )
Let (x , t , u ) → subst x t u

ζ(ζ(x))

(x, x)
(ζ-annihilation)

δ(δ(x))

(x, x)
(δ-annihilation)

ε(ε(x))

1
(ϵ-annihilation)

2.2.1 Пiдстановка

Definition 3. Пiдстановка в Yves:
l e t r e c subst env var term = f unc t i on

| Var v −>
i f v = var then

i f i s_bound var env then f a i l w i t h " Af f i n e v i o l a t i o n : v a r i ab l e used twice "
e l s e term

e l s e Var v
| Con t −> Con ( subst env var term t )
| Dup t −> Dup ( subst env var term t )
| Era t −> Era ( subst env var term t )
| Pair ( t , u ) −> Pair ( subst env var term t , subst env var term u)
| Swap t −> Swap ( subst env var term t )
| Let (x , t1 , t2 ) −>

l e t t1 ’ = subst env var term t1 in
i f x = var then Let (x , t1 ’ , t2 )
e l s e Let (x , t1 ’ , subst env var term t2 )

| Unit −> Unit
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2.2.2 Редукцiя

Definition 4. Редукцiя термiв у Yves:
l e t reduce env term =

match term with
| Con (Con x ) −> Pair (x , x )
| Dup (Dup x ) −> Pair (x , x )
| Era (Era x ) −> Unit
| Con (Dup x ) −> Dup (Con x )
| Con (Era x ) −> Pair ( Era x , Era x )
| Dup (Era x ) −> Pair ( Era x , Era x )
| Swap ( Pair ( t , u ) ) −> Pair (u , t )
| Let (x , t , u ) −> subst env x t u
| _ −> term

2.2.3 Пошук пар

Definition 5. Пошук активних пар для редукцiї:
l e t r e c f i nd_redexes env term acc =

match term with
| Con (Con x ) −> ( term , Pair (x , x ) ) : : acc
| Dup (Dup x ) −> ( term , Pair (x , x ) ) : : acc
| Era (Era x ) −> ( term , Unit ) : : acc
| Con (Dup x ) −> ( term , Dup (Con x ) ) : : acc
| Con (Era x ) −> ( term , Pair ( Era x , Era x ) ) : : acc
| Dup (Era x ) −> ( term , Pair ( Era x , Era x ) ) : : acc
| Swap ( Pair ( t , u ) ) −> ( term , Pair (u , t ) ) : : acc
| Let (x , t , u ) −> ( term , subst env x t u) : : f i nd_redexes env t ( f i nd_redexes env u acc )
| Con t −>

(match t with
| Dup _ | Era _ −> acc
| Con x −> f i nd_redexes env t ( ( term , reduce env term ) : : acc )
| _ −> f i nd_redexes env t acc )

| Dup t −> f i nd_redexes env t acc
| Era t −> f i nd_redexes env t acc
| Pair ( t , u ) −>

l e t acc ’ = f i nd_redexes env t acc in
f i nd_redexes env u acc ’

| Swap t −> f i nd_redexes env t acc
| Var _ | Unit −> acc
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2.2.4 Паралельна редукцiя

Definition 6. Паралельна редукцiя:
l e t eva l_p a r a l l e l pool env term =

l e t r e c loop term =
l e t r edexes = f i nd_redexes env term [ ] in
i f r edexes = [ ] then term
e l s e

l e t new_term = Task . run pool ( fun ( ) −>
L i s t . f o l d_l e f t

( fun acc ( o ld_t , new_t ) −> r ep l a c e_subterm old_t new_t acc )
term redexes

) in
loop new_term

in
loop term

2.2.5 Внутрiшня мова СМК

Theorem 2. Доведення, що мова Yves є внутрiшньою мовою симетричних
моноїдальних категорiй:

Let : A→ C(u · t, t : A→ B, u : B → C),

Pair : A→ B → A⊗B,

Swap : A⊗B → B ⊗A,

Con : A⊗A→ A,

Dup : A→ A⊗A,

Era : A→ 1,

Var : A,

Unit : 1.

Конструктори вiдповiдають аксiомам СМК:
- Pair моделює тензорний добуток ⊗. - Swap реалiзує симетрiю σA,B з

умовою σB,A ◦ σA,B = idA⊗B . - Unit є одиничним об’єктом I для якого
A⊗ I ∼= A. - Let моделює композицiю морфiзмiв (асоцiативнiсть). - Dup та
Era утворюють структуру комоноїда. - Con дiє як контракцiя.

Лямбда-функцiя i аплiкацiя:{
λx.t ⊢ Con(Let(x,Var(x), t)),

tu 7→ Con(Pair(t, u)).
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Ця робота є спробою огляду iснуючих мов програмування для
квантових обчислень,
їх теоретичних основ та особливостей. Як приклад розглядається
дискретне перетворення Фур’є, яке в якостi вправи iмплементується
на двох мовах програмування: практичнiй, iмперативнiй QCL вiд
Бернхарда Омера[12] та теоретичнiй формальнiй, функцiональнiй
мовi програмування, лямбда-численнi з лiнiйними функцiями вiд
Андре ван Тондера[16]. Як висновок пропонуємо нарис своєї мови
PLQ для квантових обчислень з залежними, залежними-лiнiйними та
квантовими типами.
Ключовi слова: Теорiя типiв, квантовi комп’ютери
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Присвячується

Фелiксу Блоху

3 The Felix Language

3.1 Лiнiйна алгебра
Нотацiя Дiрака це компактний формалiзм лiнiйної алгебри який будемо
застосовувати для визначень квантової механiки1.

Табл. 1: Нотацiя Дiрака

Нотацiя Визначення
|ψ⟩ загальний кет-вектор, наприклад (c0, ..., cn)

T

⟨ψ| дуальний бра-вектор, наприклад (c∗0, ..., c
∗
n)

|n⟩ n-й базис вектор стандартного базису N = (|0⟩, ..., |n⟩)
|ñ⟩ n-й базис вектор альтернативного базису Ñ = (|0̃⟩, ..., |ñ⟩)
⟨ϕ|ψ⟩ скалярний добуток
|i, j⟩ тензорний добуток базисних векторiв |i⟩ та |j⟩
|ϕ⟩ ⊗ |ψ⟩ тензорний добуток

Definition 7. (Векторний простiр). Множина V називається векторни
мпростором над скалярним полем F, тодi i тiльки тодi, коли визначенi
операцiї + : V × V → V (сума векторiв) та · : F × V → V (добуток скаляра
та вектора) з наступними властивостями: i) (V,+) утворюють комутативну
групу; ii) λ|ψ⟩ = |ψ⟩λ; iii) λ(µ|ψ⟩) = (λµ)|ψ⟩; iv) (λ + µ)|ψ⟩ = λ|ψ⟩ + µ|ψ⟩;
v) λ(|ψ⟩ + |φ⟩) = λ|ψ⟩ + λ|φ⟩. Далi будемо розглядати скалярне поле
комплексних чисел F = C.

Definition 8. (Скалярний добуток). Функцiя ⟨·|·⟩ : V ×V → C називається
скалярним добутком, тодi i тiльки тодi, коли: i) ⟨ψ|(λφ⟩+ µ|χ⟩) = λ⟨ψ|φ⟩+
µ⟨ψ|φ⟩; ii) ⟨ψ|φ⟩ = ⟨φ|ψ⟩∗; iii) 0 < ⟨ψ|ψ⟩ ∈ R. Скалярний добуток визначає
норму ∥ |ψ⟩ ∥=

√
⟨ψ|ψ⟩ =∥ ψ ∥.

Definition 9. (Повний векторний простiр). Нехай V векторний простiр з
нормою ∥ · ∥ та |ψn⟩ ∈ V послiдовнiсть векторiв. i) |ψ⟩ є послiдовнiстю Кошi
ттт. ∀ϵ > 0∃N > 0 : ∀n,m > N, ∥ |ψn⟩ − |ψn+1⟩ ∥< ϵ. ii) |ψ⟩ сходиться ттт.
∀ϵ > 0∃N > 0 : ∀n > N, ∥ |ψn⟩ − |ψ⟩ ∥< ϵ. Простiр V повний ттт. кожна
послiдовнiсть Кошi сходиться.

Definition 10. (Гiльбертiв простiр). Повний векторний простiр H зi
скалярний добутком ⟨·|·⟩ та вiдповiдною нормою ∥ ψ ∥=

√
⟨ψ|ψ⟩ називається

Гiльбертовим.
1I.О. Вакарчук. Квантова Механiка. 2012
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Definition 11. (Лiнiйний оператор). Нехай V – векторний простiр, а А –
функцiя A : V → V . Тодi А називається лiнiйним оператором ттт.

A(λ|ψ⟩+ µ|φ⟩) = λA|ψ⟩+ µA|φ⟩

В Cn лiнiйний оператор є матрицею m × n з елементами ai,j = ⟨i|A|j⟩, де
A = Σi,jai,j |i⟩⟨j|. За визначенням лiнiйностi оператор А можно записати
через лiнiйну суму векторiв базису B:

A : |n⟩ → Σkakn|k⟩, де |k⟩ ∈ B.

Definition 12. (Тензорний добуток гiльбертових просторiв). Нехай H1 та
H2 — Гiльбертовi простори з базисами B1 та B2. Тодi тензорний добуток

H = H1 ⊗H2 = {Σ|i⟩∈B1
Σ|j⟩ ∈ B2cij |i, j⟩∥cij ∈ C}.

також Гiльбертiв простiр з базисом B = B1 ×B2 та скалярним добутком:

⟨i, j|i′, j′⟩ = ⟨i|i′⟩⟨j|j′⟩ = δii′δjj
′, де |i⟩, |i′⟩ ∈ B1, |j⟩, |j′⟩ ∈ B2.

Definition 13. (Тензорний добуток лiнiйних операторiв). Нехай A та B
лiнiйнi оператори на Гiльбертових протосторах H1 та H2, тодi тензорний
добуток

A⊗B = Σi,jΣi′,j′ |i, j⟩⟨i|A|i′⟩⟨j|B|j′⟩⟨i′, j′|
лiнiйний оператор на на гiльбертовому просторi H1 ⊗H2.

Definition 14. (Комутатор та антикомутатор). Нехай A та B лiнiйнi
оператори на гiльбертовому просторi H. Оператор [A,B] = AB − BA
називається комутатором, а A,B = AB+BA називається антикомутатором.

3.2 Iнтерпретацiя квантової механiки
В залежностi вiд того як саме моделюються та конструюються гiльбертовi
простори та гамiльтонiани, виникають рiзнi теорiї, вiд нерятивiстської
квантової електродинамiки до квантової хронодинамiки яка вводить
поняття кваркiв та глюонiв.

Теорiя квантових обчислень — це ще одна теорiя поверх абстрактного
квантового формалiзму та є iнтерпретацiєю квантової механiки. Однак це
не фiзична теорiя в тому сенсi, що вона не описує природнiй процес, а
є ближчою до схемотехнiки, з квабiтами та квантовими вентилями, без
визначення як саме моделюється квантова система, вона може бути або
фiзичним об’єктом або симулятором.

Точно так як для апаратного забезпечення будуються
мови порграмування та вищi мови програмування, так само для квантових
обчислень, квантових станiв та квантових логiчних елементiв (вентилiв),
iснують свої мови програмування. У наступнiй секцiї дамо огляд iснуючих
мов та пiдходiв до їх побудови, а тут дамо основнi принципи та компоненти
архiтекти квантових обчислень, аби пояснити основнi мовнi елементи, та їх
перетворення.
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3.3 Пам’ять квантового комп’ютера
Definition 15. (Квантовий бiт). Квантовий бiт або квабiт визначається
як квантова система, стан якої може бути повнiстю виражений як
суперпозицiя (лiнiйна комбiнацiя) двох ортонормованих власних базових
станiв позначених |0⟩ та |1⟩. Загальний стан |ψ⟩ квабiта тодi визначається
як |ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩, |α|2 + |β|2 = 1. Значення квабiта описується
спостереженням N = |1⟩⟨1|. ⟨N⟩ дає вiрогiднiсть знайти систему в станi
|1⟩, якщо над квабiтом були проведенi вимiри. Простiр станiв квабiта
є гiльбертовим простором H = C2. Ортонормована система |0⟩, |1⟩
називається обчислювальним базисом.

Definition 16. (Сфера Блоха). Загальний стан квабiта може бути
виражений в полярних координатах θ та ϕ:

|ψ⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ eiϕsin

θ

2
|1⟩.

Одиничний вектор стану |ψ⟩ називається вектором Блоха r̃ψ, та має
наступну властивiсть r̃ϕ = −r̃ξ ↔ ⟨ϕ|ξ⟩ = 0. Оберти навколо осей X, Y

Рис. 1: Сфера Блоха як представлення квабiта |ψ⟩

та Z вектора Блоха тодi визначаються як оператори:

X(θ) =

[
cos θ2 −isin θ2

−isin θ2 cos θ2

]
, Y (θ) =

[
cos θ2 −sin θ2
sin θ2 cos θ2

]
, Z(θ) =

[
e−iθ/2 0

0 eiθ/2

]
Definition 17. (Квантова система).

Definition 18. (Еволюцiя системи). Темпоральна еволюцiя стану системи
описується рiвнянням Шрьодiнгера:

iℏ
δ

δt
|ψ⟩ = H|ψ⟩.

де ℏ ≡ 1.05457 · 10−43 експериментальна константа Планка, а H —
фiксований самоспряжений оператор на гiльбертовому просторi, знаний
як Гамiльтонiан квантової системи. В квантовiй фiзицi нормують вiдносно
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ℏ тодi рiвняння можна записани у безвимiрнiй формi i|ψ⟩ = H|ψ⟩.
Гамiльтонiан H повнiстю визначає квантову систему. Другий спосiб
визначення, через унiтарний оператор U = e−iH . Темпоральна еволюцiя
замкненої квантової системи зi страну |ψ⟩ та часу t1 в стан |ψ′⟩ та часу
t2 може бути описана унiтарним оператором U = U(t2 − t1), таким, що
|ψ′⟩ = U |ψ⟩.

Definition 19. (Вимiрювання). Проективне вимiрювання визначається
як самоспряжений оператор M який називається спостереженням зi
спектральною композицiєю M = ΣmmPm, де Pm проекцiя на
власний простiр власного значення m. Власнi значення m оператора M
вiдповiдаються усiм можливим результатам вимiрювання. Вимiрювання
|ψ⟩ дасть результат m з вiрогiднiстю p(m) = ⟨ψ|Pm|ψ⟩, таким чином
через скорочення |ψ⟩ отримаємо новий стан системи |ψ′⟩ = 1√

p(m)
Pm|ψ⟩.

Для стану квабiта, самоспряжений оператор N знаний як стандартне
вимiрювання.

N =

(
0 0
0 1

)
= 0 · |0⟩⟨0|+ 1 · |1⟩⟨1|.

Бiль загально для простору стану H = Cn стандартне вимiрювання
визначається як N = Σii|i⟩⟨i|.

Definition 20. (Виважене
середнє). Виважене середнє ⟨M⟩ усiх можливих результатiв вимiрювання
M називється очiкуваним значенням та визначається як

⟨M⟩ = Σnp(m)m = Σm⟨ψ|mPm|ψ⟩ = ⟨ψ|M |ψ⟩.

3.4 Оператори обчислювального ядра
Definition 21. (Оператори Паулi). Оператори Паулi пов’язанi з довiльним
обертом вектора Блоха формулою:

Rñ(θ) = e−
i
2 θñ·(x,y,z) = cos

θ

2
I − isin

θ

2
(nxX + nyY + nzZ)

де X,Y,Z — оператори:

X =

[
0 1
1 0

]
, Y =

[
0 −i
i 0

]
, Z =

[
0 −i
i 0

]
Найпростiший випадок унiтарного перетворення це оператор який дiє

на одиничний квабiт. Загальна форма 2-вимiрної комплексної унiтарної
матрицi U ∈ SU(2) має вигляд:

U = eiφ
(
e

i
2 (−α−β)cos θ2 −e i

2 (−α+β)sin θ2
e

i
2 (α−β)cos θ2 e

i
2 (α+β)sin θ2

)
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Нехай U ∈ SU(2) має базиснi вектори |u⟩ та |v⟩ та власнi значення u та
v. Тодi U можна виразити:

U = u|u⟩⟨u|+ v|v⟩⟨v| = eiφRñ(δ),

де δ — фазова рiзниця мiж u та v — пов’язана як v = eiδv.

Definition 22. (Оператор Адамара).

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
Definition 23. (Фазовий та π/8 оператори).

S =

[
1 0
0 i

]
, R3 =

[
1 0
0 eiπ/4

]
Definition 24. (Контрольований вентиль). Нехай U унiтарний q-
квабiтний вентиль, контрольований U-венииль з n-контрольними бiтами
тодi визначається як

Cm[U ] =


I . . . 0 0
...

. . . 0 0
0 0 I 0
0 0 0 U


в просторi станiв B⊗n+m.

Definition 25. (Контрольований НЕ вентиль).

CNot : |x, y⟩ → |x⊗ y, y⟩

CNot = C[X] =

[
I 0
0 X

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


Definition 26. (Вентиль перестановки).

Swap : |x, y⟩ → |y, x⟩

Definition 27. (Контрольований фазовий вентиль).

CPhase : |x, y⟩ → ixy|x, y⟩

Definition 28. (Вентиль Тофолi).

CCNot : |x, y, z⟩ → ixy|x, y⟩
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3.5 Огляд iснуючих мов
З огляду на новизну предмету розроблено не так багато мов, усi що є можна
роздiлiти на iмперативнi (по духу своєї iмплемантацiї) та функцiональнi
(або побудованi на базi певного виду лямбда числення). Ми наведемо
приклади програм для обох пiдходiв. У якостi порiвняльної характеристики
вiзьмемо алгоритм дискретного перетворення Фур’є.

Рис. 2: Графiчне представлення квантової схеми вентилiв дискретного
перетворення Фур’є для 4-квабiтного регiстру
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3.5.1 Iмперативнi мови програмування

Станом на 2018 рiк найбiльш розробленою мовою, яка компiлюється пiд Lin-
ux та Mac є QLC вiд Бернхарда Омера 2. До QLC можна вiдзначти наступнi
мови: 1) Q-gol вiд Грега Бейкера (1996) 3; 2) qGCL вiд Паоло Зулiанi
(2000)[14]; 3) Quantum C Language вiд Стефана Блаха (2002); 4) QPAlg
вiд Марi Лолiр та Фiлiпа Жорранда (2004)[11], синтаксис та семантика
цiєї системи базується на численнi процесiв Мiлнера CCS та формальнiй
мовi LOTOS; 5) CQP (Communication Quantum Processes) вiд Саймона Гея
та Раджагопала Нагараджана (2004)[8]; 6) Q (DSL мова для С++) вiд
Беттеллi, Каларко та Серафiнi[]. 7) LanQ вiд Гинека Млнарiка[13].

Definition 29. (Перестановка).
cond qufunct Swap( qureg a , qureg b) {

i n t i ; i f #a !=#b { ex i t "arguments must equal " ; }
f o r i=0 to #a−1 {

CNot(b [ i ] , a [ i ] ) ;
CNot( a [ i ] , b [ i ] ) ;
CNot(b [ i ] , a [ i ] ) ; } }

Definition 30. (Змiна порядку квабiтiв).
cond qufunct f l i p ( qureg q ) {

i n t i ; f o r i=0 to #q/2−1 { Swap(q [ i ] , q[#q−i −1 ] ) ; } }

Definition 31. (Дискретне перетворення Фур’є, Коперсмiт).
operator d f t ( qureg q ) {

const n=#q ; i n t i ; i n t j ;
f o r i=1 to n {

f o r j=1 to i −1 { V( p i /2^ ( i−j ) , q [ n−i ] & q [ n−j ] ) ; }
H(q [ n−i ] ) ; }

f l i p ( q ) ; }

2Bernhard Ömer. Structured Quantum Programming. PhD. TU Vienna. 2003. http://
tph.tuwien.ac.at/~oemer/doc/structquprog.pdf

3Gregory David Baker. Qgol. A system for simulating quantum computations: Theory,
Implementation and Insights. 1996. PhD. Macquarie University.
http://www.ifost.org.au/~gregb/q-gol/QgolThesis.pdf
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3.5.2 Функцiональнi мови програмування

Лямбда числення лежить в основi сучасних алгебраїчних систем та
основ математики[6], воно може бути розглянуте не лише як мова
програмування загального використання, але i фреймворк для судження
про обчислювальнi властивостi програм.

Таксономiю лямбда числень, яку виконав Хенк Барендрегт та подав
у виглядi лямбда кубу[7], можна розширити квантовими мовними
примiтивами, вводити в вищi лямбда числення з гомотопiчними типами,
або в системи доведення теорем з екстрактом або лише верифiкацiєю.

З огляду на природу квантових обчислень необхiдним компонентом
квантового лямбда числення є система лiнiйних типiв, де за час iснування
змiнної в областi видимостi пiд час виконання дозволяється звертання
до неї тiльки один раз. Така система типiв уже використовується не
тiльки в еспериментальних верифiкаторах але i в сучасних системних
мовах програмування (Rust), де завдяки верифiкатору лiнiних типiв
вдається обiйтися без алгоритмiв автоматичного вивiльнення памятi пiд час
виконання програми (схема памятi повнiстю моделюється пiд час компiляцiї
програми).

Серед робiт присвячених мовам на базi лямбда числень можна
вiдзначити наступнi: 1) Найбiльш класичне нетипизоване лямбда числення
Андре ван Тондера[16]. Тут подається доведення iзоморфiзму машинi
Тюрiнга, повнота та звучання системи, що є формальною перевагою
перед iмперативними мовами, такими як QCL; 2) Quipper вiд Грiна,
Люмсдейна, Росса, Селiнжера та Валiрона [10][9]. Це спроба вбудувати DSL
для квантових обчислень в мову Haskell, симулятор мови побудований на
генераторах групи Клiффорда, квантових операторах X,Y,Z,H,S. 3) Робота
по лямбда численню вiд Аррiгi та Довека[5]. 4) QML для Haskell вiд
Торстена Альтенкiрха та Джонатана Граттажа[1][2][3].
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Definition 32. (Синтаксичне дерево OH). Синтаксичне дерево OH

визначає лямбда числення з лiнiйними змiнними поєднане з класичним
нетипизованим лямбда численням. Тобто OH є найпростiшим операцiйним
квантовим лямбда численням для середовищ виконання.

c = 0 | 1 | H | S | R3 | CNot | X | Y | Z | . . .
t = x | λ x . t | let x =t in t | t t

| ( t , t ) | t | c | ! t | λ ! x . t

Тут даються примiтиви лiнiйних типiв, де доступ до змiнної можливий лише
раз в обсластi визначення змiнної. Для нелiнiйних або звичайних лямбда
функцiї даються примiтиви позначенi !. В перелiку квантових примiтивiв c
даються: i) ортонормований базис |0⟩ та |1⟩; ii) H — оператор Адамара; iii)
S — фазовий вентиль; iv) R3 — π/8 вентиль; v) контрольований не вентиль
CNot; vi) вентилi Паулi X, Y та Z.

Definition 33. (Пара Айнштайна-Подольського-Розена).

EPR = CNot ((H 0),0) (1)

Definition 34. (Квантова телепортацiя).

teleport x = let (e1, e2) = EPR in
let (x′, y′) = alice (x, e1) in bob (x′, y′, e2)

(2)

alice (x, e1) = let (x′, y′) =

CNot (x, e1) in ((H x′), y′)

bob (x′, y′, e2) = let (y′′, e′2) = cX (y′, e2) in
let (x′′, e′′2) = cZ (x′, e′2) in (x′′, y′′, e′′2) (3)

Definition 35. (Дискретне перетворення Фур’є).

fourier list = reverse fourier′ list (4)

fourier′ list = case list of


() → ()

h : t→ let h′ : t′ = phases (H h) t !2

in h′ : fourier′ t′
(5)

phases target controls !n =

case control of



() → target

control : t→ let (control′, target′) =

(cR !n) (control, target) in
let target′′ : t′ = phases target′ t !(succ n) in
target′′ : control′ : t′

(6)

21



3.6 Висновки
Як видно для реалiзацiї семантики мови програмування для квантових
комп’ютерiв достатньо поєднаяти тензорне числення разом з π-численням
процесiв, або лiнiйними типами. На сьогоднiшнiй день (2018) серед
iмперативних мов програмування найбiльш завершена, повна та практична
на думку автора є QLC вiд Бернхарда Омера, серед мов для лямбда числень
немає жодної достатньо зрiлої iмплементацiї.

3.7 Мова PLQ
Вiдкрите питання в теорiї типiв, iмплементацiя та дизайн мови з лiнiйними
та залежними типами та квантовими примiтивами. Тому ми пропонуємо як
висновок пiсля огляду мов та їх синтаксисiв свiй синтаксис такої мови, та
показуємо з яких iнгрiдiєнтiв її можна побудувати.

Мову квантових обчислень OH можно розкласти до комбiнацiї (прямої
суми) трьох синтаксичних дерев: i) дерева Oλ — базового чистого лямбда
числення з залежними типами (pure, iмплементовану автором[15]); ii)
дерева Oπ — числення з лiнiйними типами, або просто iнший вид стрiлок
(linear); iii) операторний базис квантового числення OQ з конструкторами
X,Y,Z,S,H,R3 та конструктором визначення квабiта (quantum). Тодi
формальний синтаксис мови для квантових комп’ютерiв, записаний на
cubicaltt[4] у виглядi iндуктивного типу синтаксичного дерева, буде
виглядати так:
data pure ( lang : U)

= s t a r (n : nat ) | var ( l : nat ) | p i ( l : nat ) ( f : lang )
| lambda (x : nat ) ( f : lang ) | app ( f a : lang )

data l i n e a r ( lang : U)
= s t a r (n : nat ) | var ( l : nat ) | p i ( l : nat ) ( f : lang )
| lambda (x : nat ) ( f : lang ) | app ( f a : lang )

data quantum ( lang : U)
= r e g i s t e r (n : nat ) | i (n : nat ) | 0 | 1 | H ( l : lang ) | S ( : lang )
| X ( f : lang ) | Y ( f : lang ) | Z ( f : lang ) | CNot ( f a : lang )

Результуюча авторська мова (назвемо її PLQ) виражається як
взаяморекурсивна сума елментарних мовних синтаксисiв.
data PLQ =Pure (_: pure PLQ)

| Linear (_: l i n e a r PLQ)
| Quantum (_: quantum PLQ)

З огляду на розмiв реферату, семантику цiєї мови наводити не будемо,
однак, очевидно, що мову Андре ван Тондера можна продовжиди до PTS з
лiнiйними типами в категорiях з сiмейставами зi значеннями в симетричних
моноїдальних категорiях, як було показано Матейсом Вакаром[?].
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Присвячується автору Erlang

Джо Армстронгу

Третiй роздiл описує розвиток концептуальної моделi системи доведення
теорем як сукупностi формальних середовищ виконання, кожне наступе з
яких, складнiше за попереднє, має свою операцiйну семантику, та наслiдує
усi властивостi попереднiх операцiйних середовищ послiдовностi.

4 The Joe Language
Мiнiмальна мова системи OCPSλ

визначається простим синтаксичним
деревом:
de f CPS$_\lambda$ : U
:= i nduc t i v e { var (x : nat )

| lam ( l : nat ) (d : cps )
| app ( f a : cps )
}

Однак, на практицi, застосовують бiльш складнi описи синтаксичних
дерев, зокрема для лiнивих обчислень, та розширення синтаксичного дерева
спецiальними командами пов’язаними з середовищем виконання. Програми
таких iнтерпретаторiв вiдповiдно виконуються у певнiй пам’ятi, яка
використовується як контекст виконання. Кожна така програма крутиться
як одиниця виконання на певному ядрi процесора. Ситема процесiв, де
кожен процес є CPS-програмою яку виконує iнтерпретатор на певному ядрi.

Мотивацiя для побудови такого iнтерпретатору, який повнiстю
розмiщується разом зi программою в L1 стеку (який лiмiтований 64КБ)
базується на успiху таких вiртуальних машин як LuaJIT, V8, HotSpot,
а також векторних мов програмування типу К та J. Якби ми могли
побудувати дiйсно швидкий iнтерпретатор який би виконував програми
цiлком в L1 кешi, байткод та стрiми якого були би вирiвнянi по словам
архiтектури, а для векторних обчислень застосовувалися би AVX iнструкцiї,
якi, як вiдомо перемагають по цiнi-якостi GPU обчислення. Таким чином,
такий iнтерпретатор мiг би, навiть без спецiалiзованої JIT компiляцiї,
скласти конкуренцiю сучасним промисловим iнтерпретаторам, таким як Er-
lang, Python, K, LuaJIT.

Для дослiдження цiєї гiпотези мною було побудовано еспериментальний
iнтерпретатор без байт-коду, але з вирiвняним по словам архiтерктури
стрiму команд, якi є безпосередньою машинною презентацiєю конструкторiв
iндуктивних типiв (enum) мови Rust. Наступнi результати були отриманi
пiсля неотпимiзованої версiї iнтерпретатора при обчисленнi факторiала (5)
та функцiї Акермана у точцi (3,4).

Ключовим викликом тут стали лiнiйнi типи мови Rust, якi не
дозволяють звертатися до ссилок, якi вже були обробленi, а це впливає

26



Табл. 2: Замiри на iнтерпретаторах ландшафту атаки

Мова Fac(5) в нс
Rust 0
Java 3

PyPy 8
CPS 291

Python 537
K 756/635

Erlang 10699/1806/436/9
LuaJIT 33856

Табл. 3: Замiри на iнтерпретаторах ландшафту атаки

Мова Akk(3,4) в мкс
CPS 635
Rust 8,968

на всю архiтектуру тензорного преставлення змiнних в мовi iнтерпретатор
OCPS , яка наслiдує певним чином мову К.
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4.1 Векторизацiя засобами мови Rust

objdump ./ t a r g e t / r e l e a s e /o −d | grep mulpd
223 f1 : c5 f5 59 0c d3 vmulpd (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm1,%ymm1
223 f6 : c5 dd 59 64 d3 20 vmulpd 0x20 (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm4,%ymm4
22416 : c5 f5 59 4c d3 40 vmulpd 0x40 (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm1,%ymm1
2241 c : c5 dd 59 64 d3 60 vmulpd 0x60 (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm4,%ymm4
2264d : c5 f5 59 0c d3 vmulpd (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm1,%ymm1
22652 : c5 e5 59 5c d3 20 vmulpd 0x20 (%rbx ,%rdx ,8) ,%ymm3,%ymm3

4.2 Байт-код iнтерпретатора
Синтаксичне дерево, або неформалiзований бай-код вiртуальної машини
або iнтерпретатора OCPS розкладається на два дерева, одне дерево для
управляючих команд iнтерпретатора: Defer, Continuation, Start (початок
програми), Return (завершення програми).
de f Lazy : U
:= i nduc t i v e { Defer ( o t r e e : NodeId ) ( a : AST) ( cont : Cont )

| Continuat ion ( o t r e e : NodeId ) ( a : AST) ( cont : Cont )
| Return ( a : AST)
| S ta r t
}

Операцiї вiртуальної машини: умовний оператор, оператор присвоєння,
лямбда функцiя та аплiкацiя, є вiдображеннями на конструктори
синтаксичного дерева.
de f Cont : U
:= i nduc t i v e { Expres s ions ( a : AST) (v : Option ( I t e r AST) ) ( c : Cont )

| Assign ( a s t : AST) ( cont : Cont )
| Cond ( c , d : AST) ( cont : Cont )
| Func (a , b , c : AST) ( cont : Cont )
| L i s t ( acc : Vec AST) ( vec : I t e r AST) ( i : Nat ) ( c : Cont )
| Ca l l ( a : AST) ( i : Nat ) ( cont : Cont )
| Return
| I n t e r c o r e (m: Message ) ( cont : Cont )
| Yie ld ( cont : Cont )
}
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4.3 Синтаксис
Синтаксис мови OCPS пiдтримує тензори, та звичайне лямбда числення з
значеннями у тензорах машинних типiв даних: i32, i64.
E: V | A | C
NC: " ;" = [ ] | " ; " m:NL = m
FC: " ;" = [ ] | " ; " m:FL = m
EC: " ;" = [ ] | " ; " m:EL = m
NL: NAME | o :NAME m:NC = Cons o m
FL: E | o :E | m:FC = Cons o m
EL: E | EC | o :E m:EC = Cons o m
C: N | c :N a :C = Cal l c a
N: NAME | S | HEX | L | F
L : " ( " ")" = [ ] | " ( [ " c :NL " ]" m:FL ")" = Table c m

| " ( " l :EL ")" = L i s t l
F : "{" "}" = Lambda [ ] [ ] [ ]

| "{ [" c :NL " ]" m:EL "}" = Lambda [ ] c m
| "{" m:EL "}" = Lambda [ ] [ ] m

Пiсля парсера, синтаксичне дерево розкладається по наступним
складовим: AST для тензорiв (визначення вищого рiвня); Value для
машинних слiв; Scalar для конструкцiй мови (куди входить зокрема
списки та словники, умовний оператор, присвоєння, визначення функцiї
та її аплiкацiя, UTF-8 лiтерал, та оператор передачi управлiння в поток
планувальника який закрiплений за певним ядром CPU).
de f AST : U
:= i nduc t i v e { Atom ( a : Sca l a r )

| Vector ( a : Vec AST)
}

de f Value : U
:= i nduc t i v e { Ni l

| SymbolInt ( a : u16 )
| SequenceInt ( a : u16 )
| Number ( a : i 64 )
| Float ( a : f64 )
| VecNumber (Vec i64 )
| VecFloat (Vec f64 )
}
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de f Sca l a r : U
:= i nduc t i v e { Ni l

| Any
| L i s t ( a : AST)
| Dict ( a : AST)
| Ca l l ( a b : AST)
| Assign ( a b : AST)
| Cond ( a b c : AST)
| Lambda ( o t r e e : Option NodeId ) ( a b : AST)
| Yie ld ( c : Context )
| Value (v : Value )
| Name ( s : S t r ing )
}

Кожна секцiя цiєї глави буде присвячена цим мовним компонентам
системи доведення теорем. В кiнцi роздiлу дається повна система, яка
включає в себе усi мови та усi мовнi перетворення.

4.4 Система числення процесiв SMP async
4.4.1 Операцiйна система

Перелiчимо основнi властивостi операцiйної системи (прототип якої
опублiкований на Github1).

Властивостi: автобалансована низьколатентна, неблокована, без
копiювання, система черг з CAS-мультикурсорами, з прiоритетами задач
та масштабованими таймерами.

4.4.2 Асиметрична багапроцесорнiсть

Ядро системи використовує асиметричну багапроцесорнiсть (АП) для
планування машинного часу. Так у системi для консольного вводу-виводу
та вебсокет монiторингу використовується окремий ректор (закрiплений
за ядром процессора), аби планування не впливало на програми на iнших
процесорах.

1https://github.com/voxoz/kernel
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Це означає статичне закрiплення певного атомарного
процесу обчислення за певним реактором, та навiть можливо дати гарантiю,
що цей процес не перерветься при наступному квантi планування нiяким
iншим процесом на цьому ядрi (ситуацiя єдиного процесу на реактор ядра
процесору). Ядро системи постачається разом з конфiгурацiйною мовою
для закрiплення задач за реакторами:
r e a c t o r [ aux ; 0 ;mod [ conso l e ; network ] ] ;
r e a c t o r [ t imercore ; 1 ;mod [ t imer ] ] ;
r e a c t o r [ core1 ; 2 ;mod [ task ] ] ;
r e a c t o r [ core2 ; 3 ;mod [ task ] ] ;

4.4.3 Низьколатентнiсть

Усi реактори повиннi намагатися
обмежити IP-лiчильник команд дiапазоном розмiром з L1/L2 кеш об’єм
процесора, для унеможливлення колiзiй мiж ядрами на мiжядернiй шинi
можлива конфiгурацiя, де реактори виконують код, областi пам’ятi якого
не перетинаються, та обмеженi об’ємом L1 кеш пам’ятi що при наявнiй
AVX векторизацiї дать змогу повнiстю використовувати ресурси процесору
наповну.

31



4.4.4 Мультикурсори

Серцем низьколатентної системи транспорту є система наперед видiлений
кiльцевих буферiв (якi називаються секторами глобального кiльця). У цiй
системi кiлець дiє система курсорi для запису та читання, цi курсори
можуть мати рiзний напрямок руху. Для забезпечення iмутабельностi

PUBLISHER CASE

NET I/O

PUB Implementation for Zero-Copy 

Multiple Consumer Publishing (SPMC)

NET I/O

LINK

LINK

LINK

7

LINK/CORE #1

LINK/CORE #2

LINK/CORE #3

CAS Cursor

Shifting

Рис. 3: Кiльцева статична черга з CAS-курсором для публiкацiї

(нерухомостi даних) та вiдсутностi копiювання в подальшiй роботi, данi
залишаються в черзi, а рухаються та передаються лише курсори на
типизованi послiдовностi даних.

SUBSCRIBER CASE

NET I/O

Multicursor Implementation of SUB (MPSC)

for InterCore Queue Migrations and Cache Locality

NET I/O

8

LINK

LINK

LINK

LINK/CORE #1

LINK/CORE #2LINK/

CORE #4

LINK/

CORE #5

L2/L3 FIT

CAS Polling

Рис. 4: Кiльцева статична черга з CAS-курсором для згортки
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4.4.5 Реактори

Кожен процесор має три типи реакторiв якi можуть бути на ньому
запущенi: i) Task-реактор; ii) Timer-реактор; iii) IO-цикли. Для Task-
реактора iснують черги прiорiтетiв, а для Timer-реактора — дерева
iнтервалiв. Загальний спосiб комунiкацiї для задач виглядає як публiкацiя у

NET

CLUSTER

InterCore BUS

TASKS

DISK

TIMERSMQ

SPU # 1

2

CPU # 1CPU # 1

Linear: MQ, EXT, DISK, NET

Trees: TIMERS

Priority Queues: TASKS, IRQ

Рис. 5: Система процесорних ядер та реакторiв

чергу (рух курсора запису) та пiдписка на черги i згортання (руху курсора
читання). Кожна черга має як курсори для публiкацiї так i курсори для
читання. Можливо також використання мiжреакторної шини InterCore та
посилання службового повiдомлення по цiй шинi на iнший реактор. Так,
наприклад, працюють таймери та старти процесiв, якi передають сигнал в
реактор для перепланування. Можна створювати новi повiдомлення шини
InterCore i систему фiльтрiв для згортання черги реактора для бiльш
гнучкої обробки сигналiв реального часу.

Task-реактор

Task-реактор або реактор задач виконує Rust задачi або програми
iнтерпретатора, якi можуть бути двох видiв: кiнечнi (якi повертають
результат виконання), або нескiнченнi (процеси).

Приклад бескiнечної задачi — 0-процес, який запускається при стартi
системи. Цей процес завжди доступний по WebSocket каналу та з консолi
термiналу.

IO-реактор

Мережевий сервер або IO-реактор може обслуговувати багато мережевих
з’єднань та пiдтримує Windows, Linux, Mac смаки.

Timer-реактор

Рiзнi типи сутностей планування (такi як Task, IO, Timer) мають рiзнi
дисциплiни селекторiв повiдомлень для черг (послiдовно, через само-
балансуючi дерева, BTree дерева тощо).
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4.4.6 Мiжреакторний транспорт InterCore

Шина InterCore конструюється певним числом SPMC черг, видiлених для
певного ядра. Шина сама має топологiю зiрки мiж ядрами, та черга
MPSC органiзована як функцiя над множиною паблiшерiв. Кожне ядро
має рiвно одного паблiшера. Функцiя обробки шини протоколу InterCore
називається poll_bus та є членом планувальника. Ви можете думати про
InterCore як телепорт мiж процесорами, так як pull_bus викликається пiсля
кожної операцiї Yield в планувальник, i, таким чином, якщо певному ядру
опублiкували в його чергу повiдомлення, то пiсля наступного Yield на цьому
ядрi буде виконана функцiя обробки цього повiдомлення.

fun pub(capacity: int ): int

Створює новий CAS курсор для паблiшiнга, тобто для запису. Повертає
глобальних машинний iдентифiкатор, має єдиний параметр, розмiр черги.
Приклад: p: pub[16].

fun sub(publisher: int ): int

Створює новий CAS курсор для читання певної черги, певного врайтера.
Повертає глобальний машинний iдентифiкатор для читання. Приклад: s:
sub[p].

fun spawn(core: int , program: code, cursors: array int ): int

Створює нову програму задачу CPS-iнтепреторатора для певного ядра.
Задача може бути або програмою на мовi Rust або будь якою програмою
через FFI. Також при створеннi задачi задається список курсорiв, якi
ексклюзивно належатимуть до цiєї задачi. Параметри функцiї: ядро, текст
програми або назва FFI функцiї,спсисок курсорiв.

fun kill (process: int ): int

Денонсацiя процесора на реаторi.

fun send(writer: int , data: binary): int

Посилає певнi данi в певний курсор для запису. Повертає Nil якшо всьо ОК.
Приклад: snd[p;42].

fun receive(reader: int)

Повертає прочитанi данi з певного курсору. Якшо даних немає, то передає
управлiння в планувальних за допомогою Yield. Приклад: rcv[s].
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4.5 Структури ядра
Ядро є ситемою акторiв з двома основними типами акторiв: чергами,
якi представляють кiльцевi буфери та вiдрiзки памятi; та задачами, якi
резпрезентують байт-код програм та iх iнтерпретацiю на процесорi. Черги
бувають двох видiв: для публiкацiї, якi мiсять курсори для запису; та для
читання, якi мiстять курсори для читання. Задачi можна iмплементувати
як Rust програми, або як OCPS програми.

4.5.1 Черга для публiкацiї

pub s t r u c t Pub l i she r<T> {
r ing : Arc<RingBuffer<T>> ,
next : Ce l l<Sequence> ,
c u r s o r s : UncheckedUnsafeArc<Vec<Cursor>> ,

}

4.5.2 Черга для читання

pub s t r u c t Subsc r ibe r<T> {
r ing : Arc<RingBuffer<T>> ,
token : us i ze ,
next : Ce l l<Sequence> ,
c u r s o r s : UncheckedUnsafeArc<Vec<Cursor>> ,

}

Iснує двi спецiльнi задачi: InterCore задача, написана на Rust, яка
запускається на всiх ядрах при запуску системи, а також CPS-iнтерпретор
головного термiнала системи, який запускається на BSP ядрi, поближче
до Console та WebSocket IO селекторiв. В процесi життя рiзнi CPS та Rust
задачi можуть бути запущенi в такiй системi, поєднуючи гнучкiсть програм
iнтерпретатора, та низькорiвневих програм, написаних на мовi Rust.

Окрiм черг та задач, в системi присутнi також таймери та iншi IO
задачi, такi як сервери мережi або сервери доступу до файлiв. Також
iснують структури якi репрезентують ядра та мiстять палнувальники. Уся
вiртуальна машина є сукупнiстю таких структур-ядер.
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4.5.3 Канал

Канал складається з одного курсору для запису та багатьох курсорiв для
читання. Канал предствляє собою компонент зiрки шини InterCore.
pub s t r u c t Channel {

pub l i s h e r : Pub l i sher<Message> ,
s ub s c r i b e r s : Vec<Subsc r ibe r<Message>> ,

}

4.5.4 Черги ядра

Память репрезентує усi наявнi черги для публiкацiї та читання на ядрi. Ця
iнформацiя передається клонованою кожнiй задачi планувальника на цьому
ядрi.
pub s t r u c t Memory< ’ a> {

pub l i s h e r s : Vec<Publ i she r<Value< ’ a>> ,
s ub s c r i b e r s : Vec<Subsc r ibe r<Value< ’ a>>> ,

}

4.5.5 Планувальник

Планувальник репрезентує ядра процесара, якi розрiзняються як BSP-ядра
(або 0-ядра, bootstrap) та AP ядра (iншi ядра > 0, application). BSP ядро
тримає на собi Console та WebSocket IO селектори. Це означає, що BSP ядро
дає свiй час на обробку зовнiшньої iнформацiї, у той час як AP процесори
не обтяженi таким навантаженням (io черга в таких планувальниках пуста).
Iснує InterCore повiдомлення яке додає або видаляє довiльнi IO селектори
в планувальних для довiльних конфiгурацiй.
pub s t r u c t Scheduler< ’ a> {

pub ta sk s : Vec<T3<Job< ’ a>>> ,
pub bus : Channel ,
pub queues : Memory< ’ a> ,
pub i o : IO ,

}
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4.5.6 Протокол InterCore

Протокол шини InterCore.
pub enum Message {

Pub(Pub) ,
Sub (Sub ) ,
Pr int ( S t r ing ) ,
Spawn(Spawn ) ,
AckSub(AckSub ) ,
AckPub(AckPub ) ,
AckSpawn(AckSpawn ) ,
Exec ( us i ze , S t r ing ) ,
S e l e c t ( Str ing , u16 ) ,
QoS(u8 , u8 , u8 ) ,
Halt ,
Nop ,

}

4.6 Система числення тензорiв AVX
Для реалiзацiї мови програмування високого рiвня на BLAS Level 3
бекендом була вибрана мова NumLin, серед iнших: 1) Ling, 2) Guarded Cu-
bical, 3) A Fibrational Framework for Substructural and Modal Logics, 4) APL-
like interpreter in Rust (дана робота), 5) Futhark.
de f AVX−512 : U
:= i nduc t i v e { Star | True | Fa l se

| Var iab le (_: Var )
| Prim (_: Bu i l t i n )
| Int (_: nat ) | Float (_: f l o a t )
| Lambda ( a : Var ) (b : Linear ) ( c : Exp)
| App ( a b : Exp)
| Pair ( a b : Var ) ( c d : Exp)
| Consume ( a : Var ) (b c : Exp)
| Gen ( a : Var ) (b : Exp)
| Spec ( a : Exp) (b : Fract ion )
| Fix ( a b : Var ) ( c d : Linear ) ( e : Exp)
| I f ( a b c : Exp)
| Let ( a : Var ) (b c : Exp)
}

4.7 Висновки
Перша стадiя реалiзацiї класичного лiнивого iнтерпретатора з CPS
семантикою була виконана як MVP трейдингової HFT платформи.
Наступна стадiя — виконання верифiкованого iнтерпретатора (вiртуальної
машини) та компiлятора (в неї) Standard ML мови на основi компiлятора
Joe (MinCaml).
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Анотацiя

У цiй статтi Формальна Тензорна Мова” або Лiнiйнi Типи
для Лiнiйної Алгебри” розглядаються лiнiйнi системи типiв, якi є
природним розширенням STLC для роботи з тензорами (структурами
з лiнiйними алгебраїчними операцiями), та розподiленим у просторi
та часi програмуванням.

Основнi роботи для ознайомлення з темою: Ling, Guarded Cubical,
A Fibrational Framework for Substructural and Modal Logics, APL-like
interpreter in Rust, Futhark, NumLin.

Keywords: Interaction Networks, Symmetric Monoidal Categories
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Присвячується автору ML

Робiну Мiлнеру

5 The Robin Language

5.1 Пi-числення i лiнiйнi типи
Вперше семантика Пi-числення була представлена Мiлнером разом з ML
мовою, за шо вiн дiстав премiю Тюрiнга (один з небагатьох хто заслужено).
Якшо коротко то Пi-числення отримується з Лямбда-числення шляхом
перетворення кожної змiнної в нескiнченний стрiм.

Приклад 1: факторiал Наприклад у нас є факторiал записаний таким
чином:
f a c ( 0 : i n t ) −> 1
f a c ( x : i n t ) −> x* f a c ( x −1)

Переписуємо його так шоб замiсть скалярного аргументу вiн споживав
стрiм аргументiв, i результатом: Альтернативна версiя на стрiмах:
f a c t o r i a l ( x : stream in t ) : stream in t −> r e s u l t . s e t ( x* f a c ( x . get ( )−1))

На вiдмiну вiд попереднього факторiала, цей факторiал споживає
довiльну кiлькiсть аргументiв i для кожного з них виштовхує в
результуючий стрiм результат обчислення факторiалу (використовуючи
попередню функцiю). Цей новий факторiал на стрiмах представляє собою
формалiзацiю нескiнченного процесу який можна запустити, це процес
пiдключиться до черги аргументiв, яку буде споживати i до черги
результату, куди буде виплювовути обчислення.

Приклад 2: скалярний добуток Функцiї можуть мати довiльну
кiлькiсть параметрiв, всi цi параметри – це черги з яких нескiнченний
процес споживає повiдомлення-аргументи i випльовує їх в результуючу
чергу-стрiм. Наприклад лiнiйна функцiя яка обчислює скалярний добуток
трьохвимiрних векторiв виглядатиме так:
dot3D (x : stream int , y : stream in t ) : stream in t −>
[ x1 , x2 , x3 ] = x . get ( 3)
[ y1 , y2 , y3 ] = y . get ( 3)
r e s u l t . s e t ( x1y1+x2y2+x2*y3 )

Слiд розрiзняти лiнiйнiсть як алгебраїне поняття i лiнiйнiсь в Пi-
численнi. В Пi-численнi, а також в лiнiйнiй логiцi Жана-Iва Жирара
лiнiйнiсть означає шо змiнна може бути використана тiльки один раз,
пiсля чого курсор черги зсувається i його неможливо буде вже вернути
в попередню позицiю пiсля того як якийсь процес прочитає це значення
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геттером. Саме така семантика присутня в цих прикладах, зокрема в
аксесорах get i set.

При реальних обочисленнях може статися так, що значення прочитане з
черги потрiбно одразу двом функцiям, тому природньо надати можливiсть
закешувати це значення, або iншими словами створити його копiю
x.duplicate для передачi по мережi далi iншим функцiям-процесам. Так
само варто придiлити увагу деструктору пам’ятi коли це значення вже
використане усiма учасниками i бiльше не потрiбно нiкому x.free.

5.2 BLAS примiтиви в ядрi
Для реальних промислових обчислень скалярнi добутки не рахують руками,
а є примiтивами високооптимiзованих бiблiотек за допомогою SPIRAL чи
вручну закодовнi. В статтi NumLin автори зосереджуються на 1-му та 3-му
рiвню BLAS, а це включає наступнi примiтиви для BLAS рiвня 1: 1) Sum
of vector magnitudes (Asum); 2) Scalar-vector product (Axpy); 3) Dot product
(Dotp); 4) Modified Givens plane rotation of points (Rotm); 5) Vector-scalar
product (Scal); 6) Index of the maximum absolute value element of a vector
(Amax). Так наступнi примiтиви для BLAS рiвня 3: 1) Computes a matrix-
matrix product with general matrices (Gemm); 2) Computes a matrix-matrix
product where one input matrix is symmetric (Symm); 3) Performs a symmetric
rank-k update (Syrk); 4) Декомпозицiя Холецького (Posv) Огляд примiтивiв
рiвня 1:

Також зауважимо шо єдиними типами даних якi є в BLAS це Int i Float,
а також нам знадобляться хелпери типу Transpose i Size. Тому синтаксичне
дерево вбудованих примiтивiв BLAS буде виглядати так:</p>
data Arith = Add | Sub | Mul | Div | Eq | Lt | Gt
data Bu i l t i n

= Intop ( a : Arith ) | Floatop ( a : Arith ) −− SIMD types
| Get | Set | Dupl icate | Free −− l i n e a r i t y
| Transpose | S i z e −− matr i ce s
| Asum | Axpy | Dotp | Rotm | Sca l | Amax −− BLAS Level 1
| Symm | Gemm | Syrk | Posv −− BLAS Level 3

5.3 Лiнiйне лямбда числення
Лiнiйне лямбда числення має всього три контексти: 1) Часткових дозволiв,
2) Контекст лiнiйних змiнних, 3) контекст звичайного лямбда числення.

Як мною було показано в QPL ми можемо одночасно мати два лямбда
числення: стандартне i лiнiйне на стрiмах, однак тут ми просто будуємо
звичайне лiнiйне лямбда числення видiляючи його з основного дерева.
Тензори в пам’ятi мiстять додаткову iнформацiю про частковi дозволи Frac-
tion, якшо Fraction = 1 то мається на увазi повний ownership, якшо Fraction
= 1/2 то частковий, шо означає шо двi частин програми мають доступ до
ньго, частковi дозволеностi можна об’єднувати в процесi нормалiзацiї аж
до повного ownership (Fraction = 1). Тут Pair представляє собою лiнiйну
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пару, Fun — лiнiйну функцiю, Consume — споживання змiнної перенос її з
лiнiйного контексту в звичайний.
data Fract ion = Z | S (_: Fract ion )
data Dimension = Vector | Matrix | Stream | Table
data Linear

= Empty | Unit | Bool
| Int | Float
| Tensor ( a : Fract ion ) (x : Dimension )
| Pair ( a b : Linear ) | Fun ( a b : Linear )
| Consume ( a : Linear ) | Al l ( a : Var ) (b : Linear )

Приклад 3: лiнiйна регресiя

Posv : matrix⊸ matrix⊸ matrix⊗matrixβ = (XTX)−1XT y

Програма, яка обчислює лiнiйну регресiю спочатку визначає розмiр
матрицi x, потiм створює в пам’ятi нову матрицi XT y i xTx, пiсля чого
обчислює за допомогою Posv i цих двох матриць безпосередньо результат.
Linear_Regres s ion (x y : matrix f l o a t ) −>
(n , m) = S i z e x
xy = Tensor (m, 1) { Transpose (x ) * y }
xTx = Tensor (m, m) { Transpose (x ) * x }
(w, cho l e sky ) = Posv xTx xy
Free w
r e s u l t . emit ( cho l e sky )

5.4 AST результуючої мови
Повне дерево виразiв:
data Exp
= Var iab le ( : Var )
| Prim ( : Bu i l t i n )
| Star | True | Fa l se
| Int ( : nat ) | Float ( : f l o a t )
| Lambda ( a : Var ) (b : Linear ) ( c : Exp)
| App ( a b : Exp) | Pair ( a b : Var ) ( c d : Exp)
| Consume ( a : Var ) (b c : Exp)
| Gen ( a : Var ) (b : Exp) | Spec ( a : Exp) (b : Fract ion )
| Fix ( a b : Var ) ( c d : Linear ) ( e : Exp)
| I f ( a b c : Exp) | Let ( a : Var ) (b c : Exp)

SimpleConvolution1D ( i : i n t ) (n : i n t ) ( x0 : f l o a t )
( wr i t e : vec to r f l o a t ) ( weights : vec to r f l o a t ) : vec to r f l o a t −>
i f n = i then r e s u l t . emit ( wr i t e )
a = [ w0 ,w1 ,w2 ] = weights . get ( 0 ,3)
b = [ x0 , x1 , x2 ] = [ x0 | wr i t e . get ( i , 2 ) ]
wr i t e . s e t ( i , Dotp a b)
SimpleConvolution1D ( i + 1) n x1 wr i t e weights

t e s t −>
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wr i t e = [ 1 0 , 50 , 60 , 10 , 20 , 30 , 40 ]
weights = [ 1 /3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 ]
cnn = SimpleConvolution1D 0 6 10 wr i t e weights
[ 1 0 . 0 , 40 . 0 , 40 . 0 , 30 . 0 , 19.999999999999996 , 30 . 0 , 4 0 . 0 ] = cnn

wr i t e = [ 1 0 . 0 , 50 . 0 , 60 . 0 , 10 . 0 , 20 . 0 , 30 . 0 , 4 0 . 0 ]
weights = [ 1 /3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 , 1/3 ]
r e s u l t = CNN. conv1D( 1 , 6 , 10 . 0 , write , weights )

i n i t i a l : [ 1 0 . 0 , 5 0 . 0 , 6 0 . 0 , 1 0 . 0 , 2 0 . 0 , 3 0 . 0 , 4 0 . 0 ]
r e s u l t : [ 1 0 . 0 , 4 0 . 0 , 4 0 . 0 , 3 0 . 0 , 1 9 . 9 9 9999999999996 , 3 0 . 0 , 4 0 . 0 ]
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