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Анотацiя

Ця стаття є оглядом абелевих категорiй, введених Александром
Гротендiком у 1957 роцi, як фундаментального iнструменту
гомологiчної алгебри, алгебраїчної геометрiї, теорiї представлень,
топологiчної квантової теорiї поля та теорiї категорiй. Ми розглядаємо
формальне означення абелевих категорiй, їхню роль у побудовi
похiдних категорiй i функторiв, а також ключовi застосування в
рiзних галузях математики та фiзики.
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1 Abelian Categories
Абелевi категорiї, вперше введенi Александром Гротендiком у його
статтi 1957 року «Sur quelques points d’algèbre homologique» [1], стали
основою для унiфiкацiї гомологiчної алгебри в рiзних математичних
дисциплiнах, таких як алгебраїчна геометрiя, алгебраїчна топологiя
та теорiя представлень. Вони забезпечують природне середовище для
вивчення гомологiй, когомологiй, похiдних категорiй i функторiв, що мають
широке застосування в математицi та математичнiй фiзицi.

1.1 Означення абелевих категорiй
Абелевi категорiї — це збагачене поняття категорiї Сандерса-Маклейна
поняттями нульового об’єкту, що одночасно iнiцiальний та термiнальний,
властивостями iснування всiх добуткiв та кодобуткiв, ядер та коядер, а
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також, що всi мономорфiзми i епiморфiзми є ядрами i коядрами вiдповiдно
(тобто нормальними).

Формально, абелева категорiя визначається наступним чином:
de f i sAbe l i an (C: precategory ) : U1

:= Σ ( ze ro : hasZeroObject C)
( prod : hasAl lProducts C)
( coprod : hasAl lCoproducts C)
( ker : hasAl lKerne l s C zero )
( coker : hasAl lCokerne l s C zero )
( monicsAreKernels :

Π (A S : C.C. ob ) ( k : C.C.hom S A) ,
Σ (B: C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) ,
i sKe rne l C zero A B S f k )

( epicsAreCoKernels :
Π (B S : C.C. ob ) (k : C.C.hom B S ) ,
Σ (A: C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) ,
i sCoke rne l C zero A B S f k ) , U

Ця сигнатура включає: 1) iснування нульового об’єкта; 2) iснування всiх
добуткiв; 3) iснування всiх кодобуткiв; 4) iснування всiх ядер; 5) iснування
всiх коядер; 6) властивiсть, що кожен мономорфiзм є ядром; 7) властивiсть,
що кожен епiморфiзм є коядром.

1.2 Деталiзоване формальне означення
Для чiткостi наведемо ключовi компоненти абелевої категорiї в сучасному
формалiзмi, наприклад, у кубiчнiй Агдi, як описано в магiстерськiй роботi
Девiда Елiндера 2021 року [2]:
module abe l i an where
import l i b /mathematics / c a t e g o r i e s / category
import l i b /mathematics /homotopy/ t runcat i on

de f zeroObject (C: precategory ) (X: C.C. ob ) : U1

:= Σ ( bot : i s I n i t i a l C X) ( top : i sTermina l C X) , U

de f hasZeroObject (C: precategory ) : U1

:= Σ ( ob : C.C. ob ) ( ze ro : zeroObject C ob ) , un i t

de f hasAl lProducts (C: precategory ) : U1

:= Σ ( product : C.C. ob −> C.C. ob −> C.C. ob )
(π1 : Π (A B : C.C. ob ) , C.C.hom ( product A B) A)
(π2 : Π (A B : C.C. ob ) , C.C.hom ( product A B) B) , U

de f hasAl lCoproducts (C: precategory ) : U1

:= Σ ( coproduct : C.C. ob −> C.C. ob −> C.C. ob )
(σ1 : Π (A B : C.C. ob ) , C.C.hom A ( coproduct A B) )
(σ2 : Π (A B : C.C. ob ) , C.C.hom B ( coproduct A B) ) , U

de f isMonic (P: precategory ) (Y Z : P.C. ob ) ( f : P .C.hom Y Z) : U
:= Π (X : P.C. ob ) ( g1 g2 : P.C.hom X Y) ,

Path (P.C.hom X Z) (P.P. ◦ X Y Z g1 f ) (P.P. ◦ X Y Z g2 f )
−> Path (P.C.hom X Y) g1 g2

de f i sEp i c (P : precategory ) (X Y : P.C. ob ) ( f : P .C.hom X Y) : U
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:= Π (Z : P.C. ob ) ( g1 g2 : P.C.hom Y Z) ,
Path (P.C.hom X Z) (P.P. ◦ X Y Z f g1 ) (P.P. ◦ X Y Z f g2 )

−> Path (P.C.hom Y Z) g1 g2

de f k e rne l (C: precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C)
(A B S : C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) : U1

:= Σ ( k : C.C.hom S A) ( monic : isMonic C S A k ) , un i t

de f coke rne l (C: precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C)
(A B S : C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) : U1

:= Σ ( k : C.C.hom B S) ( ep i c : i sEp i c C B S k ) , un i t

de f i sKe rne l (C: precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C)
(A B S : C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) (k : C.C.hom S A) : U1

:= Σ ( ker : k e rne l C zero A B S f ) , Path (C.C.hom S A) ker . k k

de f i sCoke rne l (C: precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C)
(A B S : C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) (k : C.C.hom B S) : U1

:= Σ
( coker : c oke rne l C zero A B S f ) , Path (C.C.hom B S) coker . k k

de f hasKernel (C: precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C)
(A B: C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) : U1

:= ∥_∥−1 (Σ ( monic : isMonic C A B f ) , un i t )

de f hasCokernel (C: precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C)
(A B: C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) : U1

:= ∥_∥−1 (Σ ( ep i c : i sEp i c C A B f ) , un i t )

de f hasAl lKerne l s (C : precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C) : U1

:= Σ (A B : C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) , hasKernel C zero A B f

de f hasAl lCokerne l s (C : precategory ) ( ze ro : hasZeroObject C) : U1

:= Σ (A B : C.C. ob ) ( f : C.C.hom A B) , hasCokernel C zero A B f

Цi означення уточнюють поняття нульового об’єкта, добуткiв,
кодобуткiв, мономорфiзмiв, епiморфiзмiв, ядер i коядер, необхiдних для
абелевих категорiй.

1.3 Мотивацiя та застосування
Абелевi категорiї мають численнi застосування в рiзних галузях
математики та фiзики. Ось п’ять ключових напрямiв:

1) Гомологiчна алгебра: абелевi категорiї забезпечують основу для
гомологiчної алгебри, яка вивчає властивостi груп гомологiї та когомологiї.
Теорiя похiдних функторiв, фундаментальний iнструмент гомологiчної
алгебри, базується на поняттi абелевої категорiї.

2) Алгебраїчна геометрiя: абелевi категорiї використовуються для
вивчення когомологiй пучка, що є потужним iнструментом для розумiння
геометричних властивостей алгебраїчних многовидiв. Зокрема, категорiя
пучкiв абелевих груп на топологiчному просторi є абелевою категорiєю.

3) Теорiя представлень: абелевi категорiї виникають у теорiї
представлень, яка дослiджує алгебраїчнi структури, пов’язанi з симетрiями.
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Наприклад, категорiя модулiв над кiльцем є абелевою категорiєю.
4) Топологiчна квантова теорiя поля: абелевi категорiї вiдiграють

центральну роль у топологiчнiй квантовiй теорiї поля, де вони виникають
як категорiї граничних умов для певних типiв теорiй топологiчного поля.

5) Теорiя категорiй: абелевi категорiї є важливим об’єктом дослiдження
в теорiї категорiй, зокрема для вивчення
адитивних функторiв. Рекомендується робота Бакура i Деляну «Вступ в
теорiю категорiй та функторiв» [3] для поглибленого ознайомлення.

1.4 Похiднi категорiї та функтори
Абелевi категорiї забезпечують природну основу для гомологiчної алгебри,
яка є роздiлом алгебри, що має справу з алгебраїчними властивостями груп
гомологiй та когомологiй. Зокрема, абелевi категорiї створюють сеттiнг, де
можна визначити поняття похiдних категорiй i похiдних функторiв.

Основна iдея похiдних категорiй полягає в тому, щоб ввести нову
категорiю, яка побудована з абелевої категорiї шляхом «iнвертування»
певних морфiзмiв, майже так само, як будується поле часток на областi
цiлiсностi. Похiдна категорiя абелевої категорiї фiксує «правильне» поняття
гомологiчних i когомологiчних груп i забезпечує потужний iнструмент для
вивчення алгебраїчних властивостей цих груп.

Похiднi функтори є фундаментальним iнструментом гомологiчної
алгебри, i їх можна визначити за допомогою концепцiї похiдної категорiї.
Основна iдея похiдних функторiв полягає в тому, щоб взяти функтор,
який визначено в абелевiй категорiї, i «пiдняти» його до функтора, який
визначений у похiднiй категорiї. Похiдний функтор потiм використовується
для обчислення вищих груп гомологiї та когомологiї об’єктiв в абелевiй
категорiї.

Використання похiдних категорiй i функторiв зробило революцiю у
вивченнi гомологiчної алгебри, i це призвело до багатьох важливих
застосувань в алгебраїчнiй геометрiї, топологiї та математичнiй фiзицi.
Наприклад, похiднi
категорiї використовувалися для доведення фундаментальних результатiв
алгебраїчної геометрiї, таких як знаменита теорема Гротендiка-Рiмана-
Роха. Вони також використовувалися для вивчення дзеркальної симетрiї
в теорiї суперструн.

1.5 Висновки
Абелевi категорiї, введенi Гротендiком, є фундаментальним iнструментом
сучасної математики, що забезпечує унiфiкований пiдхiд до гомологiчної
алгебри, алгебраїчної геометрiї, теорiї представлень, топологiчної квантової
теорiї поля та теорiї категорiй. Їхня роль у побудовi похiдних категорiй i
функторiв вiдкрила новi можливостi для вивчення гомологiй i когомологiй,
а також їхнiх застосувань у математицi та фiзицi. Подальший розвиток
теорiї абелевих категорiй, зокрема в контекстi унiвалентної теорiї типiв, як
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показано в роботi Елiндера [2], обiцяє новi перспективи для формальної
математики та комп’ютерних наук.
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