
Issue XXVII: Quillen Model Categories

Namdak Tonpa

23 травня 2025 р.

Анотацiя
Ця стаття є оглядом теорiї модельних категорiй, започаткованої

Денiелом Квiлленом у його новаторськiй працi 1967 року “Гомото-
пiчна алгебра”. Ми розглядаємо iсторичний контекст, основнi аксiоми
та застосування модельних категорiй у топологiї та сумiжних галузях,
зокрема у доведеннi кон’єктур Мiлнора та Блоха-Като Воєводським.
Також обговорюються сучаснi узагальнення, такi як iнфiнiтi-категорiї
та модельнi структури на симплiцiйних i кубiчних множинах, з акцен-
том на їхню релевантнiсть у математицi та теоретичнiй iнформатицi.
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1 Model Categories
PhD Денiела Квiлена була присвячена диференцiальним рiвнянням, але вiд-
разу пiсля цього вiн перевiвся в МIТ i почав працювати в алгебраїнiй то-
пологiї, пiд впливом Дена Кана. Через три роки вiн видає Шпрiнгеровськi
лекцiї з математики "Гомотопiчна алгебра"[1], яка назавжди трансформу-
вала алгебраїчну топологiю вiд вивчення топологiчних просторiв з точнiстю
до гомотопiй до загального iнструменту, що застосовується в iнших галузях
математики.

Модельнi категорiї вперше були успiшно застосованi Воєводським на пiд-
твердження кон’юнктури Мiлнора [2] (для 2) i потiм мотивної кон’юнктури
Блоха-Като [3] (для n). Для доказу для 2 була побудована зручна гомо-
топiчна стабiльна категорiя узагальнених схем. Iнфiнiтi категорiї Джояля,
досить добре дослiдженi Лур’є [4], є прямим узагальненням модельних ка-
тегорiй.
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1.1 Означення модельних категорiй
До часу, коли Квiллен написав "Гомотопiчну алгебру вже було деяке уявле-
ння про те, як має виглядати теорiя гомотопiй. Починаємо ми з категорiї C
та колекцiї морфiзмiв W – слабкими еквiвалентностями. Завдання вправи
iнвертувати W морфiзму щоб отримати гомотопiчну категорiю. Хотiлося б
мати спосiб, щоб можна було конструтувати похiднi функтори. Для тополо-
гiчного простору X, його апроксимацiї LX i слабкої еквiвалентностi LX → X
це означає, що ми повиннi замiнити X на LX. Це аналогiчно до замiни модуля
або ланцюгового комплексу на проективну резольвенту. Подвiйним чином,
для симплiцiйної множини K, Кан комплексу RK, i слабкої еквiвалентностi
K → RK ми повиннi замiнити K на RK. У цьому випадку це аналогiчно до
замiни ланцюгового комплексу iн’єктивною резольвентою.
modelStructure (C: category ) : U

= ( f i b r a t i o n s : f i b C)
∗ ( c o f i b r a t i o n s : c o f i b C)
∗ ( weakEqivalences : weak C)
∗ un i t

Таким чином Квiлену потрiбно було окрiм поняття слабкої еквiвален-
тностi ще й поняття розшарованого (RK) та корозшарованого (LX) об’єктiв.
Ключовий iнстайт з топологiї тут наступний, в неабелевих ситуацiях об’єкти
не надають достатньої структури поняття точної послiдовностi. Тому стало
зрозумiло, що для вiдновлення структури необхiдно ще два класи морфi-
змiв: розшарування та корозшарування на додаток до слабких еквiвален-
тностей, яким ми повиннi iнverтувати для розбудови гомотопiчної категорiї.
Природно цi три колекцiї морфiзом повиннi задовольняти набору умов, зва-
них аксiомами модельних категорiй: 1) наявнiсть малих лiмiтiв i колимiтiв;
2) правило 3-для-2; 3) правило ректрактiв; 4) правило пiдйому; 5) правило
факторизацiї.

Definition 1. Модельна категорiя — це категорiя C, оснащена трьома кла-
сами морфiзмiв: 1) fib(C) — розшарування; 2) cof(C) — корозшарування; 3)
W(C) — слабкi еквiвалентностi, якi задовольняють аксiоми, наведенi вище.

Цiкавою властивiстю модельних категорiй є те, що дуальнi до них ка-
тегорiї перевертають розшарування та корозшарування, таким чином ре-
алiзуючи дуальнiсть Екманна-Хiлтона. Розшарування та корозшарування
пов’язанi, тому взаємовизначенi. Корозшарування є морфiзми, що мають
властивiсть лiвого гомотопiчного пiдйому по вiдношенню до ациклiчних
розшарування i розшарування є морфизми, що мають властивiсть правого
гомотопiчного пiдйому по вiдношенню до ациклiчних кофiбрацiй.

1.2 Застосування в топологiї
Основним застосуванням модельних категорiй у роботi Квiлена було при-
свячено категорiям топологiчних просторiв. Для топологiчних просторiв
iснує двi модельнi категорiї: Квiлена (1967) та Строма (1972). Перша як
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розшарований використовує розшарування Серра, а як корозшаровуван-
ня морфiзму якi мають лiвий гомотопiчний пiдйом по вiдношенню до аци-
клiчних розшарування Серра, еквiвалентно це ретракти вiдповiдних CW-
комплексiв, а як слабка еквiвалентнiсть виступає слабка гомотопiчна. Друга
модель Строма як розшарування використовуються розшарування Гуреви-
ча, як корозшарування стандартнi корозшаровування, i як слабка еквiва-
лентнiсть — сильна гомотопiчна еквiвалентнiсть.
qu i l l e n 6 7

: modelStructure Top
= ( s e r r eF i b r a t i o n s ,

retractsCW ,
weakHomotopyEquivalence )

strom1972
: modelStructure Top
= ( hurew iczF ibra t i ons ,

c o f i b r a t i o n s ,
strongHomotopyEquivalence )

1.3 Модельнi категорiї для множин
Найпростiшi модельнi категорiї можна побудувати для категорiї множин,
де кiлькiсть iзоморфних моделей зростає до дев’яти. Наведемо деякi кон-
фiгурацiї модельних категорiй для категорiї множин:
s e t0 : modelStructure Set = ( a l l , a l l , b i j e c t i o n s )
s e t1 : modelStructure Set = ( b i j e c t i o n s , a l l , a l l )
s e t2 : modelStructure Set = ( a l l , b i j e c t i o n s , a l l )
s e t3 : modelStructure Set = ( s u r j e c t i o n s , i n j e c t i o n s , a l l )
s e t4 : modelStructure Set = ( i n j e c t i o n s , s u r j e c t i o n s , a l l )

1.4 Застосування в алгебраїчнiй геометрiї
Модельнi категорiї вперше були успiшно застосованi Воєводським на пiд-
твердження кон’юнктури Мiлнора [2] (для 2) i потiм мотивної кон’юнктури
Блоха-Като [3] (для n). Для доказу для 2 була побудована зручна гомото-
пiчна стабiльна категорiя узагальнених схем.

1.5 Iнфiнiтi-категорiї та сучаснi узагальнення
Для переходу вiд модельних категорiй до (∞,1)-категорiй необхiдно перейти
до категорiй де морфiзми утворюють не множини, а симплiцiйнi множини.
Потiм можна переходити до локалiзацiї.
s i m p l i c i a l

: modelStructure sSet
= ( kanComplexes ,

monos ,
s i m p l i c i a l B i j e c t i o n s )
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Але для нас, для програмiстiв найцiкавiшими є модельнi категорiї сим-
плiцiальних множин та модельнi категорiї кубiчних множин, саме в цьому
сеттингу написано CCHM пейпер 2016 року, де показано модельну структу-
ру категорiї кубiчних множин [5].
cub i c a l

: modelStructure cSet
= ( kanComplexes ,

monos ,
g eomet r i cRea l i s a t i on )

де cSet = [□op, Set], а □ — категорiя збагачена структурою алгебри де
Моргана.

1.6 Висновки
Модельнi категорiї, запровадженi Квiлленом, стали фундаментальним iн-
струментом у сучаснiй математицi, забезпечуючи гнучкий фреймворк для
роботи з гомотопiями в рiзних категорiях. Їхнi застосування варiюються
вiд топологiї до алгебраїчної геометрiї та теоретичної iнформатики, а уза-
гальнення, такi як iнфiнiтi-категорiї, вiдкривають новi горизонти для до-
слiджень. Подальший розвиток теорiї, ймовiрно, буде пов’язаний iз засто-
суванням модельних структур у комп’ютерних науках, зокрема в семантицi
мов програмування та гомотопiчнiй теорiї типiв.
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