
Issue XXXII: Grothendieck Yogas

Namdak Tonpa

23 травня 2025 р.

Анотацiя

Ця стаття присвячена огляду функторiальних йог Гротендiка,
зокрема шести функторiв, когезивних топосiв та їхньої ролi в теорiї
похiдних категорiй. Ми розглядаємо основнi концепцiї, такi як кого-
мологiї та їх узагальнення, а також зв’язок iз сучасною алгебраїчною
геометрiєю та мотивною гомотопiчною теорiєю. Стаття базується на
сучасних джерелах, зокрема на лекцiях Мартiна Галлауера про ше-
стифункторний формалiзм.
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1 Grothendieck Yogas
Шестифункторний формалiзм Гротендiка є одним iз ключових iнструмен-
тiв сучасної алгебраїчної геометрiї, що дозволяє узагальнити класичнi ко-
гомологiчнi теорiї та застосовувати їх у рiзних контекстах, вiд топологiї
до мотивної гомотопiчної теорiї. Цей формалiзм, розроблений Александром
Гротендiком, включає шiсть основних операцiй (функторiв), якi дiють на
категорiї пучкiв або їх узагальнень, забезпечуючи багатий набiр iнструмен-
тiв для вивчення геометричних об’єктiв.

У цiй статтi ми зосередимося на трьох основних аспектах:
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1. Чому шестифункторний формалiзм важливий? Вiн узагальнює
когомологiї, дозволяючи працювати з вiдносною точкою зору та засто-
совувати їх у складних геометричних контекстах.

2. Що таке шестифункторний формалiзм? Ми розглянемо основнi
функтори та їх властивостi, такi як локалiзацiя, дуальнiсть та вiдно-
сна чистота.

3. Як його конструюють? Ми обговоримо методи побудови формалi-
зму, зокрема через системи коефiцiєнтiв та когезивнi топоси.

1.1 Узагальнення когомологiй
Когомологiї є фундаментальним iнструментом у топологiї та алгебраїчнiй
геометрiї. Наприклад, для топологiчного простору X числа Беттi bn(X) ви-
мiрюють кiлькiсть n-вимiрних дiрок, але гомологiї Hn(X) є багатшим iнва-
рiантом, оскiльки мiстять iнформацiю про цикли та границi.

Example 1. Для рiзноманiття X над скiнченним полем k = Fq, ζ-функцiя
ζX(T) кодує кiлькiсть рацiональних точок. Гротендiк показав, що власти-
востi цiєї функцiї випливають iз ℓ-адичних когомологiй H∗(Xk̄;Qℓ), якi, у
свою чергу, походять iз похiдної категорiї Db

c (Xk̄;Qℓ).

Шестифункторний формалiзм узагальнює цi iдеї, дозволяючи працюва-
ти з категорiями рiвня, якi керують поведiнкою когомологiй.

1.2 Вiдносна точка зору
Гротендiк наголошував на важливостi вiдносної точки зору, де замiсть окре-
мих об’єктiв (наприклад, схем) розглядаються морфiзми мiж ними. Це до-
зволяє вивчати когомологiї не iзольовано, а разом iз дiєю морфiзмiв:

f∗ : H∗(Y) → H∗(X).

Remark 1. Навiть для однiєї схеми X часто необхiдно розглядати когомоло-
гiї пов’язаних об’єктiв, наприклад, при iндукцiї за розмiрнiстю або розбиттi
на простiшi частини.

1.3 Основнi функтори
Шестифункторний формалiзм складається з шести основних функторiв, якi
дiють на категорiї пучкiв (або їх узагальнень, таких як похiднi категорiї):

• f∗: обернений образ (pull-back),

• f∗: прямий образ (push-forward),

• f!: прямий образ iз компактною пiдтримкою,
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• f!: винятковий обернений образ,

• ⊗: тензорний добуток,

• Hom: внутрiшнiй гом.

Цi функтори пов’язанi мiж собою ад’юнкцiями:

f∗ ⊣ f∗, f! ⊣ f!.

Definition 1. Для простору X (наприклад, топологiчного простору або схе-
ми) категорiя C(X) є замкненою тензорною триангулятивною категорiєю,
оснащеною операцiями ⊗ та Hom. Для морфiзму f : X → Y визначено
ад’юнкцiї f∗ ⊣ f∗, f! ⊣ f!, а також природну трансформацiю f! → f∗.

1.4 Когезивнi топоси
Когезивнi топоси є природним контекстом для шестифункторного форма-
лiзму, оскiльки вони забезпечують категорiальну структуру, яка пiдтри-
мує геометричнi та когомологiчнi операцiї. Топос E називається когезив-
ним, якщо вiн має набiр ад’юнктних функторiв, що моделюють геометричнi
трансформацiї.

Example 2. Категорiя пучкiв Sh(X) на топологiчному просторi X є коге-
зивним топосом, де f∗ та f∗ вiдповiдають оберненим i прямим образам.

У контекстi алгебраїчної геометрiї когезивнi топоси часто виникають як
категорiї пучкiв на схемах або стеках, оснащенi додатковими структурами,
такими як стабiльнi ∞-категорiї.

1.5 Роль абелевих категорiй
Абелевi категорiї вiдiграють фундаментальну роль у шестифункторному
формалiзмi, оскiльки вони є основою для побудови похiдних категорiй, якi
використовуються для опису пучкiв та їх когомологiй. Абелева категорiя —
це категорiя, в якiй морфiзми мають ядра та кокернали, а кожна монада
та епiморфiзм є нормальними. Типовим прикладом є категорiя абелевих
пучкiв Ab(X) на топологiчному просторi X або категорiя когерентних пучкiв
на схемi.

У шестифункторному формалiзмi абелевi категорiї, такi як Sh(X), слугу-
ють вихiдним пунктом для визначення функторiв f∗ та f∗. Наприклад, для
неперервного вiдображення f : X → Y, функтор прямого образу f∗F визна-
чається через секцiї Γ(f−1(U),F), де F ∈ Sh(X), а f∗ є його лiвою ад’юнктою.
Однак, щоб врахувати гомотопiчнi властивостi та виняткову функторiаль-
нiсть (f!, f!), необхiдно перейти до похiдних категорiй D(Sh(X)), якi будую-
ться з абелевих категорiй шляхом локалiзацiї за квазiiзоморфiзмами.
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Remark 2. Абелевi категорiї забезпечують строгу алгебраїчну структуру,
але їх обмеження (наприклад, вiдсутнiсть природної триангулятивної стру-
ктури) роблять похiднi категорiї бiльш придатними для шестифункторного
формалiзму, особливо в контекстi ℓ-адичних або мотивних пучкiв.

1.6 Похiднi категорiї
Похiдна категорiя D(Sh(X)) пучкiв на просторi X є природним узагальнен-
ням категорiї пучкiв, що враховує гомотопiчнi властивостi. Вона дозволяє
працювати з похiдними функторами, такими як:

Rnf∗(F) ≃ Hn(X;F), Rnf!(F) ≃ Hn
c (X;F).

Example 3. Для ℓ-адичних пучкiв на схемi X похiдна категорiя Db
c (X;Qℓ) є

основою для ℓ-адичних когомологiй, якi використовувалися для доведення
гiпотез Вейля.

1.7 Конструкцiя шестифункторного формалiзму
Конструкцiя шестифункторного формалiзму є складним завданням, яке
часто потребує значних зусиль. Одним iз ключових викликiв є побудова
виняткової функторiальностi (f!, f!).

Remark 3. За Делiнем, для морфiзму f : X → Y можна використати ком-
пактифiкацiю Нагати, щоб розкласти f на вiдкрите вкладення j та власний
морфiзм p:

f = p ◦ j, f! := p∗j♯.

Ця конструкцiя вимагає доведення незалежностi вiд вибору факториза-
цiї та iснування правої ад’юнкти f!.

1.8 Застосування в мотивнiй гомотопiчнiй теорiї
Мотивна гомотопiчна теорiя, розроблена Морелем i Воєводським, викори-
стовує шестифункторний формалiзм для узагальнення класичних гомото-
пiчних теорiй на алгебраїчнi схеми. Категорiя SH(X) стабiльних мотивних
гомотопiчних пучкiв є прикладом системи коефiцiєнтiв, яка пiдтримує всi
шiсть функторiв.

Example 4. Для поля k категорiя DM(k;Q) геометричних мотивiв Воєвод-
ського еквiвалентна компактнiй частинi DMB(k), що є основою для рацiо-
нальних мотивних когомологiй.
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1.9 Висновки
Шестифункторний формалiзм Гротендiка є потужним iнструментом, який
узагальнює когомологiї та дозволяє працювати з вiдносними iнварiантами в
алгебраїчнiй геометрiї. Його зв’язок iз когезивними топосами та похiдними
категорiями вiдкриває новi можливостi для дослiдження складних геоме-
тричних структур. У майбутньому цей формалiзм, ймовiрно, залишатиме-
ться ключовим у розвитку мотивної гомотопiчної теорiї та iнших областей
математики.
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