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Анотацiя
Ми представляємо розвиток теорiї вищих груп, включаючи

нескiнченнi групи та зв’язнi спектри, у гомотопiчнiй теорiї типiв.
Нескiнченна група — це просто тип петель у точковому зв’язному
типi, де групова структура випливає зi структури, притаманної
типам тотожностi теорiї типiв Мартiна-Льофа. Ми дослiджуємо
звичайнi групи з цiєї точки зору, а також вищi розмiрнi групи
та групи, якi можна розпетлювати бiльше одного разу. Основним
результатом є теорема про стабiлiзацiю, яка стверджує, що якщо
n-тип можна розпетлювати n+ 2 рази, то вiн є типом нескiнченних
петель. Бiльшiсть результатiв було формалiзовано у доказовому
асистентi Lean.

1 Вступ
Гомотопiчна гiпотеза — це твердження про те, що гомотопiчнi n-типи
(топологiчнi простори з тривiальними гомотопiчними групами вище рiвня
n) вiдповiдають n-групоїдам для n ∈ N ∪ {∞} через конструкцiю фун-
даментального ∞-групоїда. У оригiнальнiй версiї Гротендiка в Pursuing
Stacks [13] це була гiпотеза про певну модель ∞-групоїдiв. Це також
є теоремою для багатьох конкрених моделей ∞-групоїдiв, наприклад,
симплiцiальних множин Кана, але зараз це здебiльшого сприймається як
властивiсть, що визначає ∞-групоїди з точнiстю до еквiвалентностi.

У цiй статтi ми дослiджуємо гомотопiчну гiпотезу в контекстi гомотопi-
чної теорiї типiв (HoTT). HoTT вiдноситься до гомотопiчної iнтерпретацiї
залежної теорiї типiв Мартiна-Льофа [2, 26]. У цiй гомотопiчнiй iнтер-
претацiї кожна теоретико-типова конструкцiя вiдповiдає гомотопiчно
iнварiантнiй конструкцiї на просторах.
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Табл. 1: Перiодична таблиця k-кратно групових n-групоїдiв.
k \ n 0 1 2 · · · ∞

0 точковий набiр точковий групоїд точковий 2-групоїд · · · точковий ∞-групоїд
1 група 2-група 3-група · · · ∞-група
2 абелева група плетена 2-група плетена 3-група · · · плетена ∞-група
3 — ” — симетрична 2-група силептична 3-група · · · силептична ∞-група
4 — ” — — ” — симетрична 3-група · · · ?? ∞-група
...

...
...

... . . . ...
ω — ” — — ” — — ” — · · · зв’язний спектр

У HoTT кожен тип має простiр шляхiв, заданий типом тотожностi.
Для точкового типу ми можемо побудувати простiр петель, який має
структуру ∞-групи. Бiльше того, якщо тип усiчений, то ми можемо
повернути звичайне поняття груп, 2-груп та вищих груп. Це дозволяє
нам визначити вищу групу внутрiшньо мовою теорiї типiв як тип, що є
простором петель точкового зв’язного типу, його розпетлювання.

Ми також дослiджуємо групи, якi можна розпетлювати бiльше одного
разу, що дає n-групи з додатковими когерентностями. Повне сiмейство
груп, якi ми розглядаємо, наведено в Table 1, що ми детально пояснимо
в section 3.

Наш пiдхiд додатково пiдтверджується вiдповiдним спостереженням
у теорiї ∞-топосiв, де є теоремою те, що ∞-категорiя точкових зв’язних
об’єктiв в X еквiвалентна ∞-категорiї вищих групових об’єктiв в X для
будь-якого ∞-топосу X [18, Лема 7.2.2.11(1)].

Ми формалiзували бiльшiсть наших результатiв у бiблiотецi HoTT [9]
доказового асистента Lean [19]. Формалiзованi результати можна знайти
у файлi https://github.com/cmu-phil/Spectral/blob/master/higher_
groups.hlean. Ми будемо вказувати основнi формалiзованi результати в
цiй статтi, посилаючись на назву у формалiзацiї у квадратних дужках.
Для отримання додаткової iнформацiї про формалiзацiю див. section 8.

Ми вдячнi Майклу Шульману за написання допису в блозi [22] про
класифiкуючi простори з унiвалентної перспективи.
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2 Попереднi вiдомостi
У цiй статтi ми будемо працювати в теорiї типiв книги HoTT [25], хоча
всi аргументи також будуть справедливi в кубiчнiй теорiї типiв, такiй
як [7, 1]. У цьому роздiлi ми коротко вводимо концепцiї, необхiднi для
решти статтi.

Теорiя типiв мiстить залежнi типи функцiй (x : A) → B(x), якi
традицiйно позначаються як Πx:AB(x), i залежнi типи пар (x : A)×B(x),
якi традицiйно позначаються як Σx:AB(x). Ми вибираємо цю нотацiю,
натхненну Agda, тому що часто маємо справу з глибоко вкладеними
типами залежних сум.

Всерединi типу A ми маємо тип тотожностi або тип шляху =A : A→
A→ Type. Ми маємо рiзнi операцiї над шляхами, такi як конкатенацiя
p · q та iнверсiя p−1 шляхiв. Функторiальна дiя функцiї f : A → B на
шлях p : a1 =A a2 позначається apf(p) : f(a1) = f(a2). Постiйний шлях
позначається 1a : a = a.

Тип A може бути n-усiченим, що позначається istruncnA i визначає-
ться рекурсiєю по n : N−2 := Z≥−2:

istrunc−2A := iscontrA := (a : A)×
(
(x : A)→ (a = x)

)
istruncn+1A := (x y : A)→ istruncn(x = y)

Для будь-вого типу A ми пишемо ∥A∥n для його n-усiчення, тобто ∥A∥n
— це n-усiчений тип, оснащений вiдображенням |−|n : A→ ∥A∥n, таким
що для будь-якого n-усiченого типу B вiдображення прекомпозицiї

(∥A∥n → B)→ (A→ B)

є еквiвалентнiстю. Тодi ми визначаємо n-зв’язнiсть як isconnnA := iscontr∥A∥n.
Властивостi усiчень та зв’язних вiдображень встановленi у Роздiлi 7 [25].

Тип точкових типiв — це Typept := (A : Type) × (pt : A). Тип n-
усiчених типiв — це Type≤n := (A : Type)× istruncnA, а для n-зв’язних
типiв — це Type>n := (A : Type)× isconnnA. Ми будемо комбiнувати цi
позначення за потреби.

Для A : Typept ми визначаємо простiр петель ΩA := (pt =A pt),
який є точковим з базовою точкою 1pt. Гомотопiчнi групи A визнача-
ються як πkA := ∥ΩkA∥0. Вони є групами у звичайному розумiннi при
k ≥ 1, з нейтральним елементом |1| i груповою операцiєю, iндукованою
конкатенацiєю шляхiв.
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Для A,B : Typept тип точкових вiдображень вiд A до B — це (A→pt

B) := (f : A→ B)× (f(pt) =B pt). Для f : A→pt B ми пишемо f(a) : B
для першої проекцiї та f0 : f(pt) = pt для другої проекцiї. Волокно
точкового вiдображення визначається як fib(f) := (a : A)× (f(a) =B pt),
яке є точковим з базовою точкою (pt, f0).

У HoTT ми можемо використовувати вищi iндуктивнi типи для
побудови просторiв Ейленберга-Маклейна K(G, n) [17]. Для групи G ми
визначаємо K(G, 1) як наступний ВIТ.

HIT K(G, 1) :=
• ⋆ : K(G, 1);
• p : G→ ⋆ = ⋆;
• q : (g h : G)→ p(gh) = p(g) · p(h);
• ϵ : istrunc1K(G, 1).

(Використовуючи унiвалентний унiверсум Type, можливi також iншi
прямi визначення, наприклад, K(G, 1) еквiвалентний типу малих G-
торсорiв.) Нехай ΣX позначає надбудову X, тобто гомотопiчний пушаут
1 ← X → 1. Для абелевої групи A тепер можна iндуктивно визначити
K(A, n+ 1) := ∥ΣK(A, n)∥n+1. Тодi ми маємо наступний результат [17].

Теорема 2.1. Нехай G — група i n ≥ 1, i припустимо, що G абелева,
коли n > 1. Простiр K(G, n) є (n − 1)-зв’язним i n-усiченим, i iснує
iзоморфiзм груп πnK(G, n) ≃ G.

У деяких наших неформальних аргументах ми використовуємо теоре-
му про десент для пушаутiв,1 яка стверджує, що для комутативного куба
типiв

A11

A10 B11 A01

B10 A00 B01

B00,

(1)

1Згадаємо з [18, §6.1.3], слiдуючи iдеям Чарльза Резка, що ми можемо визначити
∞-топоси серед локально декартово замкнених ∞-категорiй як тi, колiмiти яких є ван
Кампеновими, тобто задовольняють десент.
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якщо нижнiй квадрат є пушаутом, а вертикальнi квадрати — пуллбека-
ми, то верхнiй квадрат також є пушаутом. Ми використаємо наступне
невелике узагальнення.

Теорема 2.2. Розглянемо комутативний куб типiв як у (1), i припу-
стимо, що вертикальнi квадрати є пуллбек-квадратами. Тодi квадрат

A10 ⊔A11 A01 A00

B10 ⊔B11 B01 B00

є пуллбек-квадратом.

Доведення. Достатньо показати, що пуллбек

(B10 ⊔B11 B01)×B00 A00

має унiверсальну властивiсть пушаута. Це випливає з теореми про де-
сент, оскiльки за лемою про вставку для пуллбекiв ми також маємо, що
вертикальнi квадрати в кубi

A11

A10 B11 A01

B10 (B10 ⊔B11 B01)×B00 A00 B01

B10 ⊔B11 B01

є пуллбек-квадратами.

У формалiзацiї аргументи з використанням десенту зручнiше робити
через еквiвалентний принцип, зафiксований формально як лема про
сплощення [25, §6.12].
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3 Вищi групи
Згадаємо, що типи в HoTT можна розглядати як ∞-групоїди: елементи
— це об’єкти, шляхи — морфiзми, вищi шляхи — вищi морфiзми i т. д.

Звiдси випливає, що точковий зв’язний типи A можна розглядати
як вищi групи з носiєм ΩA := (pt =A pt). Нейтральний елемент — це
шлях тотожностi, групова операцiя задається композицiєю шляхiв, а вищi
шляхи засвiдчують закони одиницi та асоцiативностi. Звичайно, цi вищi
шляхи самi по собi пiдлягають подальшим законам i т. д., але краса
теоретико-типового визначення полягає в тому, що нам не потрiбно про
це турбуватися: всi (вищi) закони випливають з правил типiв тотожностi.

Пишучи G для носiя, зазвичай пишуть BG для точкового зв’язного
типу, такого що G = ΩBG. Ми називаємо BG розпетлюванням G. Нехай
ми пишемо

∞-Group := (G : Type)× (BG : Type>0
pt )× (G ≃ ΩBG)

≃ (G : Typept)× (BG : Type>0
pt )× (G ≃pt ΩBG)

≃ Type>0
pt

для типу вищих груп, або ∞-груп. Зауважте, що для G : ∞-Group ми
також маємо G : Type, використовуючи першу проекцiю як коерцiю.
Використовуючи останнє визначення, це вiдображення простору петель,
а не звичайна коерцiя!

Ми повертаємо звичайнi групи на рiвнi множин, вимагаючи, щоб G був
0-типом, або еквiвалентно, щоб BG був 1-типом. Це веде нас до введення

n-Group := (G : Type<n
pt )× (BG : Type>0

pt )× (G ≃pt ΩBG)

≃ Type>0,≤n
pt

для типу групових (групоподiбних) (n− 1)-групоїдiв, також вiдомих як
n-групи. Для G : 1-Group групи на рiвнi множин, ми маємо BG = K(G, 1).

Наприклад, цiлi числа Z як адитивна група з цiєї перспективи пред-
ставленi їх розпетлюванням BZ = S1, тобто колом.

Звичайно, подвiйнi простори петель поводяться навiть краще, нiж
просто простори петель (наприклад, вони комутативнi з точнiстю до
гомотопiї за аргументом Екманна-Хiлтона [25, Теорема 2.1.6]). Скажемо,
що тип G є k-кратно груповим, якщо ми маємо k-кратне розпетлювання,
BkG : Type≥k

pt , таке що G = ΩkBkG.
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Змiшуючи два напрямки, введемо тип

(n, k)GType := (G : Type≤n
pt )× (BkG : Type≥k

pt )× (G ≃pt Ω
kBkG)

≃ Type≥k,≤n+k
pt [GType_equiv]

для типу k-кратно групових n-групоїдiв.2 (Ми дозволяємо приймати n =
∞, i в цьому випадку вимога усiчення просто вiдкидається. [InfGType_equiv])

Зауважте, що n-Group = (n− 1, 1)GType. Цей зсув в iндексацiї трохи
дратує, але ми зберiгаємо його, щоб бути послiдовними з лiтературою.

Оскiльки iснують забуваючи вiдображення

(n, k + 1)GType→ (n, k)GType

заданi Bk+1G 7→ ΩBk+1G, ми можемо також дозволити k бути нескiнчен-
ним, k = ω, встановивши

(n, ω)GType := limk(n, k)GType

≃
(
B−G : (k : N)→ Type≥k,≤n+k

pt

)
×
(
(k : N)→ BkG ≃pt ΩB

k+1G
)
.

У section 6 ми доводимо теорему про стабiлiзацiю (Теорема 6.7), з якої
випливає, що (n, ω)GType = (n, k)GType для k ≥ n+ 2.

Коли (n, k) = (∞, ω), це тип стабiльно групових ∞-груп, також вiдо-
мих як зв’язнi спектри. Якщо ми також послабимо вимогу зв’язностi,
ми отримаємо тип усiх спектрiв, i ми можемо думати про спектр як про
свого роду ∞-групоїд з k-морфiзмами для всiх k ∈ Z.

Класи вищих груп пiдсумованi в Table 1. Ми доведемо правильнiсть
стовпця n = 0 у section 5.

4 Елементарна теорiя
Для будь-якого типу об’єктiв A, будь-який a : A має групу автоморфiзмiв
AutA a := Aut a := (a = a) з BAut a = im(a : 1→ A) = (x : A)× ∥a = x∥−1

(зв’язна компонента A в a). Очевидно, якщо A є (n + 1)-усiченим, то
BAut a також є таким, i тому Aut a є n-усiченим, а отже, (n+ 1)-групою.

2Це називається nTypek у [3], але тут ми надаємо однакову вагу n та k, i додаємо
«G», щоб вказати на групову структуру.
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Переходячи через гомотопiчну гiпотезу, для кожного точкового ти-
пу (X, x) ми маємо фундаментальну ∞-групу X, Π∞(X, x) := Autx. Її
(n−1)-усiчення (приклад декатегоризацiї, див. section 6) є фундаменталь-
ною n-групою X, Πn(X, x), з вiдповiдним розпетлюванням BΠn(X, x) =
∥BAutx∥n.

Якщо ми вiзьмемо A = Set, ми отримаємо звичайнi симетричнi групи
Sn := Aut(Finn), де Finn — множина з n елементами. (Зауважте, що
BSn = BAut(Finn) — це тип усiх n-елементних множин.) Ми наведемо
подальшi конструкцiї, пов’язанi зi звичайними групами, у section 7.

4.1 Гомоморфiзми та спряження

Гомоморфiзм мiж вищими групами — це будь-яка функцiя, яку можна
вiдповiдним чином розпетлювати. Для G,H : (n, k)GType ми визначаємо

hom(n,k)(G,H) := (h : G→pt H)× (Bkh : BkG→pt B
kH)

× (Ωk(Bkh) ∼pt h)

≃ (Bkh : BkG→pt B
kH).

Для (зв’язних) спектрiв нам потрiбнi точковi вiдображення мiж усiма
розпетлюваннями та точковi гомотопiї, що показують їх когерентнiсть.

Зауважте, що якщо h, k : G → H — гомоморфiзми мiж групами на
рiвнi множин, то h i k спряженi, якщо Bh,Bk : BG →pt BH є вiльно
гомотопними (тобто рiвними як вiдображення BG→ BH).

Також зауважте, що πj(B
kG →pt B

kH) ≃ ∥BkG →pt ΩkBkH∥0 ≃
∥ΣjBkG→pt B

kH∥0 = 0 для j + k − 1 ≥ n+ k, тобто для j > n, тому це
свiдчить про те, що hom(n,k)(G,H) є n-усiченим. (Розрахунок пiдтверджує
це для компоненти тотожностi.) Щоб довести це, нам потрiбно вико-
ристовувати iндукцiю, використовуючи визначення n-усiченого. Якщо
f : hom(n,k)(G,H), то його тип тотожностi до самого себе еквiвалентний(
α : (z : BkG)→ (f z = f z)

)
×
(
α pt ·gpt = fpt

)
. Цей тип бiльше не є типом

точкових вiдображень, а скорiше типом точкових перетинiв розшарування
точкових типiв.

Визначення 4.1. Якщо X : Typept i Y : X → Typept, то ми вводимо тип
точкових перетинiв,

(x : X)→pt Y x :=
(
s : (x : X)→ Y x

)
×
(
s pt = pt

)
.

Цей тип сам є точковим завдяки тривiальному перетину λx, pt.
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Теорема 4.2. Нехай X : Type≥k
pt — (k − 1)-зв’язний точковий тип для

деякого k ≥ 0, i нехай Y : X → Type≤n+k
pt — розшарування (n+k)-усiчених

точкових типiв для деякого n ≥ −1. Тодi тип точкових перетинiв,
(x : X)→pt Y x, є n-усiченим. [is_trunc_ppi_of_is_conn]

Доведення. Доведення проводиться iндукцiєю по n. Для базового випад-
ку n = −1 ми маємо показати, що тип точкових перетинiв є чистою
пропозицiєю. Оскiльки вiн точковий, вiн фактично має бути контрактним.
Центром контракцiї є тривiальний перетин s0. Якщо s — iнший перетин,
то ми отримуємо точкову гомотопiю вiд s до s0 з принципу елiмiнацiї
для точкових зв’язних типiв [25, Лема 7.5.7], оскiльки типи s x = s0 x є
(k − 2)-усiченими.

Щоб показати результат для n+1, приймаючи випадок n як iндукцiйну
гiпотезу, достатньо показати для будь-якого точкового перетину s, що його
тип тотожностi до самого себе є n-усiченим. Але цей тип еквiвалентний
(x : X) →pt Ω(Y x, s x), що знову є типом точкових перетинiв, i тут ми
можемо застосувати iндукцiйну гiпотезу.

Наслiдок 4.3. Нехай k ≥ 0 i n ≥ −1. Якщо X є (k− 1)-зв’язним, а Y —
(n+ k)-усiченим, то тип точкових вiдображень X →pt Y є n-усiченим.
Зокрема, hom(n,k)(G,H) є n-типом для G,H : (n, k)GType.

Наслiдок 4.4. Тип (n, k)GType є (n+ 1)-усiченим. [is_trunc_GType]

Доведення. Це випливає безпосередньо з попереднього наслiдку, оскiльки
тип еквiвалентностей G ≃ H є пiдтипом гомоморфiзмiв вiд G до H.

Якщо k ≥ n + 2 (тобто ми знаходимося в стабiльному дiапазонi),
то hom(n,k)(G,H) стає стабiльно груповим n-групоїдом. Це узагальнює
той факт, що гомоморфiзми мiж абелевими групами утворюють абелеву
групу.

Група автоморфiзмiв AutG вищої групи G : (n, k)GType знаходи-
ться в (n, 1)GType. Це еквiвалентно групi автоморфiзмiв точкового типу
BkG. Але ми також можемо забути базову точку i розглянути групу
автоморфiзмiв AutcG типу BkG : Type≥k,≤n+k. Тепер це дозволяє (вищi)
спряження. Ми визначаємо узагальнений центр G як ZG := Ωk AutcG :
(n, k+ 1)GType (узагальнюючи центр групи на рiвнi множин, див. нижче
в subsection 4.3).
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4.2 Дiї груп

У цьому роздiлi ми розглядаємо фiксовану групу G : GType з розпе-
тлюванням BG. Дiя G на деякому об’єктi типу A — це просто функцiя
X : BG → A. Об’єкт дiї — це X(pt) : A, i може бути зручно вважати
оцiнку в pt : BG коерцiєю вiд дiй типу A до A. Оснастити a : A дiєю G
— це дати дiю X : BG → A з X(pt) = a. Тривiальна дiя — це постiйна
функцiя в a. Очевидно, дiя G на a : A — це те саме, що гомоморфiзм
G→ AutA a.

Якщо A — унiверсум типiв, то ми маємо дiї на типах X : BG→ Type.
Цi G-типи, таким чином, є просто типами в контекстi BG. Вiдображення
G-типiв вiд X до Y — це просто функцiя α : (z : BG)→ X(z)→ Y (z).

Якщо X — G-тип, то ми можемо сформувати

iнварiанти XhG := (z : BG) → X(z), також вiдомi як гомотопiчнi
нерухомi точки, та

коiнварiанти XhG := (z : BG)×X(z), якi також вiдомi як гомотопiчний
простiр орбiт або гомотопiчна частка X // G.

Легко бачити, що цi конструкцiї є вiдповiдно правим i лiвим спряже-
ними до функтора, який надсилає тип X до тривiальної дiї G на X,
Xtriv : BG→ Type, яка є просто постiйним сiмейством в X. Дiйсно, спря-
ження — це просто звичайнi аргументи перестановки та еквiвалентностi
(роз)каррiювання, для Y : Type,

hom(Y,XhG) = X → (z : BG)→ Y (z) ≃ (z : BG)→ X → Y (z)

≃ hom(Xtriv, Y ),

hom(XhG, Y ) =
(
(z : BG)×X(z)

)
→ Y ≃ (z : BG)→ X(z)→ Y

≃ hom(X, Y triv).

Якщо ми думаємо про дiю X : BG→ Type як про дiаграму зi значеннями
в типах наBG, це означає, що гомотопiчнi нерухомi точки та гомотопiчний
простiр орбiт утворюють гомотопiчну границю та гомотопiчну кограницю
цiєї дiаграми вiдповiдно.

Пропозицiя 4.5. Нехай f : H → G — гомоморфiзм вищих груп з роз-
петлюванням Bf : BH →pt BG, i нехай α : hom(X, Y ) — вiдображення
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G-типiв. Компонуючи з f , ми також можемо розглядати X i Y як H-
типи, i в цьому випадку ми отримуємо гомотопiчний пуллбек-квадрат:

XhH YhH

XhG YhG.

Доведення. Вертикальнi вiдображення iндукуються Bf , а горизонтальнi
— α. Тип гомотопiчного пуллбека C обчислюється як

C ≃ (z : BG)× (x : X z)× (w : BH)× (y : Y (Bf w))

× (z = Bf w)× (y = α z x)

≃ (w : BH)× (x : X(Bf w)) = XhH ,

i за цiєї еквiвалентностi верхнє та лiве вiдображення є канонiчними.

Кожна група G несе двi канонiчнi дiї на собi:

права дiя G : BG→ Type, G(x) = (pt = x), та

приєднана дiя Gad : BG → Type, Gad(x) = (x = x) (шляхом спряжен-
ня).

Ми маємо 1 // G = BG, G // G = 1 i Gad // G = LBG := (S1 → BG),
вiльний простiр петель BG. Пам’ятаючи, що BZ = S1, ми бачимо, що
Gad = (BZ → BG), тобто класи спряженостi гомоморфiзмiв з Z в G.
Оскiльки цiлi числа є вiльною (вищою) групою на одному генераторi, це
просто класи спряженостi елементiв G. Але це саме те, що ми повиннi
отримати для гомотопiчних орбiт G пiд дiєю спряження.

Попередня пропозицiя має цiкавий наслiдок:

Наслiдок 4.6. Якщо f : H → G — гомоморфiзм вищих груп, то G // H
еквiвалентно гомотопiчному волокну розпетлювання Bf : BH →pt BG,
де H дiє на G через f -iндуковану праву дiю.

Доведення. Ми застосовуємо Пропозицiю 4.5 з α : G→ 1, що є канонiчним
вiдображенням вiд правої дiї G до дiї G на одиничному типi. Тодi квадрат
стає:

G // H BH

1 BG
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За визначенням, BG класифiкує головнi G-розшарування: пуллбеки
правої дiї G. Тобто головне G-розшарування над типом A — це сiмейство
типiв F : X → Type, представлене вiдображенням χ : A → BG, таким
що F (x) ≃ (pt = χ(x)) для всiх x : X.

Наприклад, для кожної вищої групи G ми маємо вiдповiдне розшару-
вання Хопфа ΣG→ Type, представлене вiдображенням χH : ΣG→ BG,
що вiдповiдає за спряженiстю петля-надбудова тотожному вiдображенню
на G. (Це конкретне розшарування можна визначити, використовуючи
лише iндуковану структуру H-простору на G.)

Ця перспектива лежить в основi побудови першим та третiм iмено-
ваними авторами дiйсних проективних просторiв у гомотопiчнiй теорiї
типiв [5]. Послiдовностi волокон S0 → Sn → RPn є головними розшарува-
ннями для групи з 2-х елементiв S0 = S2 з розпетлюванням BS2 ≃ RP∞,
типом 2-елементних типiв.

4.3 Назад до центру

Ми згадували узагальнений центр вище i стверджували, що вiн узагаль-
нює звичайне поняття центру групи. Дiйсно, якщо G : 1-Group — група
на рiвнi множин, то елемент ZG вiдповiдає елементу Ω2 BAutcG, або
еквiвалентно, вiдображенню з 2-сфери S2 в Type, що надсилає базову
точку в BG. За унiверсальною властивiстю S2 як ВIТ, це знову вiдповiдає
гомотопiї вiд тотожностi на BG до самої себе, c : (z : BG) → z = z.
Це саме гомотопiчна нерухома точка приєднаної дiї G на собi, тобто
центральний елемент.

4.4 Еквiварiантна гомотопiчна теорiя

Фiксуємо групу G : GType. Припустимо, що G — це насправдi (гомото-
пiчний) тип топологiчної групи. Розглянемо тип BG → Type (малих)
типiв з дiєю G. Наївно можна було б подумати, що це представляє
G-еквiварiантнi гомотопiчнi типи, тобто достатньо хорошi3 топологiчнi
простори з дiєю G, що розглядаються з точнiстю до G-еквiварiантної
гомотопiчної еквiвалентностi. Але це не так.

3Достатньо хорошi означає G-CW-простори. Та сама гомотопiчна категорiя виникає,
якщо взяти всi простори з дiєю G, але тодi слабкi еквiвалентностi — це G-вiдображення
f : X → Y , якi iндукують слабкi еквiвалентностi на просторах H-нерухомих точок
fH : XH → Y H для всiх замкнутих пiдгруп H в G.
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За теоремою Елмендорфа [12], ця гомотопiчна теорiя скорiше є теорiєю
препучкiв (звичайних) гомотопiчних типiв на категорiї орбiт OG групи
G. Це повна пiдкатегорiя категорiї G-просторiв, натягнута на однорiднi
простори G/H, де H пробiгає замкнутi пiдгрупи G.

Всерединi категорiї орбiт ми знаходимо копiю групи G, а саме як
ендоморфiзми об’єкта G/1, що вiдповiдає тривiальнiй пiдгрупi 1. Отже,
G-еквiварiантний гомотопiчний тип дає тип з дiєю G шляхом обмеження
вздовж включення BG ↪→ OG. (Тут ми розглядаємо BG як (точковий i
зв’язний) топологiчний групоїд на одному об’єктi.)

Як зауважив Шульман [23], коли G — компактна група Лi, то OG

є iнверсною EI ∞-категорiєю, i тому ми знаємо, як моделювати теорiю
типiв у ∞-топосi препучкiв над OG. I в деяких простих випадках ми
можемо навiть визначити цю модель внутрiшньо. Наприклад, якщо G =
Z/pZ — циклiчна група простого порядку, то малий G-еквiварiантний
тип складається з типу з дiєю G, X : BG → Type, разом з iншим
сiмейством типiв XG : XhG → Type, де XG дає для кожної гомотопiчної
нерухомої точки тип доказiв або «спецiальних причин», чому цю точку
слiд вважати нерухомою [23, 7.6]. Отже, повний простiр XG — це тип
фактичних нерухомих точок, а проекцiя на XhG реалiзує вiдображення
вiд фактичних нерухомих точок до гомотопiчних нерухомих точок.

Навiть не звертаючись до категорiї орбiт, ми можемо дещо сказати
про топологiчнi групи через їхнi класифiкуючi типи в теорiї типiв. На-
приклад [6], якщо f : H → G iн’єктивне, то гомотопiчне волокно Bf
за Наслiдком 4.6 є гомотопiчним простором орбiт G // H, який у цьому
випадку є просто простором сумiжних класiв G/H, i, отже, в теорiї типiв
представляє гомотопiчний тип цього простору сумiжних класiв. I якщо

1→ K → G→ H → 1

є короткою точною послiдовнiстю топологiчних груп, то BK → BG →
BH є послiдовнiстю розшарування, тобто ми можемо вiдновити розпе-
тлювання BK групи K як гомотопiчне волокно вiдображення BG→ BH.

4.5 Деякi елементарнi конструкцiї

Якщо нам дано гомоморфiзм φ : H → Aut(N), представлений точко-
вим вiдображенням Bφ : BH →pt BAutpt(BN), де BAutpt(BN) — тип
точкових типiв, лише еквiвалентних BN , ми можемо побудувати нову
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групу, напiвпрямий добуток, G := H ⋉φ N з класифiкуючим типом
BG := (z : BH) × (Bφz). Тип BG справдi точковий (за парою базової
точки pt в BG i базової точки в точковому типi Bφ(pt)), i зв’язний, а
отже, представляє вищу групу G. Елемент g задається парою елемента
h : H та iдентифiкацiєю g ·pt = pt в Bφ(pt) ≃pt BN . Але оскiльки дiя здiй-
снюється через точковi вiдображення, другий компонент еквiвалентний
iдентифiкацiї pt = pt в BN , тобто елементу N . За цiєю еквiвалентнiстю
добуток (h, n) i (h′, n′) дiйсно є (h · h′, n · φ(h)(n′)).

Як окремий випадок ми отримуємо прямий добуток, коли φ є тривi-
альною дiєю. Тут B(H ×N) ≃ BH ×BN .

Як iнший окремий випадок ми отримуємо сплетiння N ≀ Sn групи N
i симетричної групи Sn. Тут Sn дiє на прямий степiнь NFinn, перестав-
ляючи фактори. Дiйсно, використовуючи представлення BSn як типу
n-елементних типiв, вiдображення Bφ — це просто A 7→ (A→ BN). Отже,
розпетлювання сплетiння G := N ≀Sn — це просто BG := (A : BSn)×(A→
BN).

5 Групи на рiвнi множин
У цьому роздiлi ми наводимо доказ того, що стовпець n = 0 у Table 1
правильний. Зауважте, що для n = 0 типи гомоморфiзмiв hom(0,k)(G,H)
є множинами, що означає, що (0, k)GType утворює 1-категорiю. Нехай
Group — категорiя звичайних груп на рiвнi множин (множина з мно-
женням, оберненим елементом та одиницею, що задовольняють закони
групи), а AbGroup — категорiя абелевих груп.

Теорема 5.1. Ми маємо наступнi еквiвалентностi категорiй (для k ≥
2):

(0, 1)GType ≃ Group; [cGType_equivalence_Grp]
(0, k)GType ≃ AbGroup. [cGType_equivalence_AbGrp]

Оскiльки ця теорема була формалiзована, ми не будемо наводити всi
деталi доведення.

Доведення. Нехай k ≥ 1 i G — група, яка є абелевою, якщо k > 1, i
нехай X : Type≥k,≤k

pt . Якщо ми маємо груповий гомоморфiзм φ : G →
ΩkX, ми отримуємо вiдображення ekφ : K(G, k) →pt X. Для k = 1 це
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випливає безпосередньо з принципу iндукцiї K(G, 1). Для k > 1 ми
можемо визначити груповий гомоморфiзм φ̃ як композицiю G

φ−→ ΩkX ≃
Ωk−1(ΩX) i застосувати iндукцiйну гiпотезу, щоб отримати вiдображення
ek−1
φ̃ : K(G, k − 1)→pt ΩX. За спряженiстю Σ ⊣ Ω ми отримуємо точкове

вiдображення ΣK(G, k − 1) →pt X, а за принципом елiмiнацiї усiчення
ми отримуємо вiдображення K(G, k) = ∥ΣK(G, k − 1)∥k →pt X.

Тепер ми можемо показати, що Ωkekφ є очiкуваним вiдображенням,
тобто наступна дiаграма комутує, але ми опускаємо це доведення тут.

ΩnK(G, k) G

ΩnX

∼

Ωnekφ φ

Тепер, якщо φ — iзоморфiзм груп, за теоремою Вайтхеда для усiчених
типiв [25, Теорема 8.8.3] ми знаємо, що ekφ є еквiвалентнiстю, оскiльки
воно iндукує еквiвалентнiсть на всiх гомотопiчних групах (тривiально на
рiвнях, вiдмiнних вiд k). Ми також можемо показати, що ekφ натуральне
за φ.

Зауважте, що якщо ми маємо груповий гомоморфiзм ψ : G→ G′, ми
також отримуємо груповий гомоморфiзм G→ ΩkK(G′, k), i за допомогою
вищеописаної конструкцiї ми отримуємо точкове вiдображення K(ψ, k) :
K(G, k) →pt K(G′, k). Це функторiально, що випливає з натуральностi
ekφ.

Нарештi, ми можемо побудувати еквiвалентнiсть явно. Ми маємо фун-
ктор πk : (0, k)GType→ AbGroup, який надсилає G в πkBG. Навпаки, ми
маємо функтор K(−, k) : AbGroup→ (0, k)GType. Ми маємо натуральнi
iзоморфiзми πkK(G, k) ≃ G за Теорема 2.1 i K(πkX, k) ≃pt X за застосу-
ванням Вайтхеда, описаного вище. Конструкцiя точно така ж для k = 1
пiсля замiни AbGroup на Group.

6 Стабiлiзацiя
У цьому роздiлi ми обговорюємо деякi конструкцiї з вищими групами [3].
Ми наведемо дiї на носiях та розпетлюваннях, але опустимо третiй компо-
нент, точкову еквiвалентнiсть, для зручностi читання. Ми рекомендуємо
тримати Table 1 в головi пiд час цих конструкцiй.
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декатегоризацiя Decat : (n, k)GType→ (n− 1, k)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨∥G∥n−1, ∥BkG∥n+k−1⟩

дискретна категоризацiя Disc : (n, k)GType→ (n+ 1, k)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨G,BkG⟩

Цi функтори роблять (n, k)GType рефлексивною пiд-(∞, 1)-категорiєю
(n+1, k)GType. Тобто iснує спряженiсть Decat ⊣ Disc [Decat_adjoint_Disc]4
таке, що коодиниця iндукує iзоморфiзм Decat ◦Disc = id [Decat_Disc]. Цi
властивостi є прямими наслiдками унiверсальної властивостi усiчення.

Iснують також iтерованi версiї цих функторiв.

∞-декатегоризацiя ∞-Decat : (∞, k)GType→ (n, k)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨∥G∥n, ∥BkG∥n+k⟩

дискретна ∞-категоризацiя ∞-Disc : (n, k)GType→ (∞, k)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨G,BkG⟩

Цi функтори мають тi ж властивостi:∞-Decat ⊣ ∞-Disc [InfDecat_adjoint_InfDisc]
таке, що коодиниця iндукує iзоморфiзм∞-Decat◦∞-Disc = id [InfDecat_InfDisc].

Для наступних конструкцiй нам потрiбнi такi властивостi.

Визначення 6.1. Для A : Typept ми визначаємо n-зв’язне накриття A
як A⟨n⟩ := fib(A→ ∥A∥n). Ми маємо проекцiю p1 : A⟨n⟩ →pt A.

Лема 6.2. Унiверсальна властивiсть n-зв’язного накриття стверджує
наступне. Для будь-якого n-зв’язного точкового типу B точкове вiд-
ображення

(B →pt A⟨n⟩)→pt (B →pt A),

задане постпозицiєю з p1, є еквiвалентнiстю. [connect_intro_pequiv]

Доведення. Дано вiдображення f : B →pt A, ми можемо сформувати
вiдображення f̃ : B → A⟨n⟩. Спочатку зауважте, що для b : B тип
|fb|n =∥A∥n |pt|n є (n − 1)-усiченим i заселеним для b = pt. Оскiльки
B є n-зв’язним, унiверсальна властивiсть для зв’язних типiв показує,
що ми можемо побудувати qb : |fb|n = |pt|n для всiх b таких, що q0 :

qb0·ap|−|n(f0) = 1. Тодi ми можемо визначити вiдображення f̃(b) := (fb, qb).
Тепер f̃ точкове, тому що (f0, q0) : (fb0, qb0) = (a0, 1).

4У формалiзацiї натуральнiсть спряженостi є окремим твердженням,
[Decat_adjoint_Disc_natural]. Це також вiрно для iнших спряженостей.
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Тепер ми показуємо, що це дiйсно зворотне до даного вiдображення.
З одного боку, нам потрiбно показати, що якщо f : B →pt A, то p1 ◦
f̃ = f . Базовi функцiї рiвнi, оскiльки вони обидвi надсилають b в f(b).
Вони поважають точки однаково, тому що app1(f̃0) = f0. Доказ того, що
iнша композицiя є тотожнiстю, випливає з обчислення з використанням
волокон i зв’язностi, яке ми тут опускаємо, але його можна знайти у
формалiзацiї.

Наступна рефлексивна пiд-(∞, 1)-категорiя утворюється шляхом за-
петлювання та розпетлювання.

запетлювання Ω : (n, k)GType→ (n− 1, k + 1)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨ΩG,BkG⟨k⟩⟩

розпетлювання B : (n, k)GType→ (n+ 1, k − 1)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨Ωk−1BkG,BkG⟩

Ми маємо B ⊣ Ω [Deloop_adjoint_Loop], що випливає з Леми 6.2 та
Ω ◦ B = id [Loop_Deloop], що випливає з того факту, що A⟨n⟩ = A, якщо
A є n-зв’язним.

Остання спряжена пара функторiв задається стабiлiзацiєю та забува-
нням. Це не утворює рефлексивну пiд-(∞, 1)-категорiю.

забування F : (n, k)GType→ (n, k − 1)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨G,ΩBkG⟩

стабiлiзацiя S : (n, k)GType→ (n, k + 1)GType
⟨G,BkG⟩ 7→ ⟨SG, ∥ΣBkG∥n+k+1⟩,
де SG = ∥Ωk+1ΣBkG∥n

Ми маємо спряженiсть S ⊣ F [Stabilize_adjoint_Forget], яка випливає
з спряженостi надбудова-петля Σ ⊣ Ω на точкових типах.

Наступною головною метою в цьому роздiлi є теорема про стабiлiзацiю,
яка стверджує, що знаки повтору в Table 1 виправданi.

Наступний наслiдок — це майже [25, Лема 8.6.2], але довести це в
HoTT книги трохи складно. Див. формалiзацiю для деталей.

Лема 6.3 (Зв’язнiсть клина). Якщо A : Typept є n-зв’язним, а B : Typept
є m-зв’язним, то вiдображення A ∨ B → A × B є (n + m)-зв’язним.
[is_conn_fun_prod_of_wedge]
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Зазначимо, що iснує альтернативний спосiб довести лему про зв’язнiсть
клина: згадаємо, що якщо A є n-зв’язним, а B є m-зв’язним, то A ∗B є
(n+m+ 2)-зв’язним [20, Теорема 6.8]. Отже, лема про зв’язнiсть клина
також є прямим наслiдком наступної леми.

Лема 6.4. Нехай A i B — точковi типи. Волокно включення клина
A ∨B → A×B еквiвалентне ΩA ∗ ΩB.

Доведення. Зауважте, що волокно A → A × B — це ΩB, волокно B →
A×B — це ΩA, i, звiсно, волокно 1→ A×B — це ΩA×ΩB. Ми отримуємо
комутативний куб

ΩA× ΩB

ΩB 1 ΩA

A 1 B

A×B

в якому вертикальнi квадрати є пуллбек-квадратами.
За теоремою про десент для пушаутiв тепер випливає, що ΩA ∗ ΩB є

волокном включення клина.

Другим основним iнструментом, необхiдним для теореми про стабiлi-
зацiю, є:

Теорема 6.5 (Фройденталя). Якщо A : Type>n
pt з n ≥ 0, то вiдображення

A→ ΩΣA є 2n-зв’язним.

Це [25, Теорема 8.6.4].
Останнiй будiвельний блок, який нам потрiбен:

Лема 6.6. Iснує пуллбек-квадрат

ΣΩA A ∨ A

A A× A

εA

∆

для будь-якого A : Typept.
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Доведення. Зауважте, що пуллбек ∆ : A → A × A вздовж будь-якого
включення A→ A× A є контрактним. Отже, ми маємо куб

ΩA

1 1 1

A A A

A× A
∆

в якому всi вертикальнi квадрати є пуллбек-квадратами. Тому, якщо ми
зробимо пуллбек вздовж включення клина, ми отримаємо за теоремою
про десент для пушаутiв, що квадрат у твердженнi дiйсно є пуллбек-
квадратом.

Теорема 6.7 (Стабiлiзацiя). Якщо k ≥ n+2, то S : (n, k)GType→ (n, k+
1)GType є еквiвалентнiстю, i будь-яка G : (n, k)GType є простором
нескiнченних петель. [stabilization]

Доведення. Ми показуємо, що F ◦ S = id = S ◦ F : (n, k)GType →
(n, k)GType щоразу, коли k ≥ n+ 2. Для першого, вiдображення одиницi
спряженостi розкладається як

BkG→ ΩΣBkG→ Ω∥ΣBkG∥n+k+1

де перше вiдображення є (2k − 2)-зв’язним за Фройденталем, а друге
вiдображення є (n + k)-зв’язним. Оскiльки область є (n + k)-усiченою,
композицiя є еквiвалентнiстю кожного разу, коли 2k − 2 ≥ n+ k.

Для другого, вiдображення коодиницi спряженостi розкладається як

∥ΣΩBkG∥n+k → ∥BkG∥n+k → BkG,

де друге вiдображення є еквiвалентнiстю. Згiдно з двома лемами вище,
перше вiдображення є (2k − 2)-зв’язним.

Наприклад, для G : (0, 2)GType абелевої групи ми маємо BnG =
K(G, n), простiр Ейленберга-Маклейна.
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Спряженiсть S ⊣ F передбачає, що вiльна група на точковому наборi
X — це Ω∥ΣX∥1 = π1(ΣX). Якщо X має вирiшувану рiвнiсть, то ΣX вже
1-усiчений. Залишається вiдкритою проблема, чи вiрно це в загальному
випадку.

Крiм того, абелiзацiя групи на рiвнi множинG : 1-Group — це π2(ΣBG).
Якщо G : (n, k)GType знаходиться в стабiльному дiапазонi (k ≥ n+ 2),
то SFG = G.

7 Перспективи звичайної теорiї груп
У цьому роздiлi ми вкажемо, як теорiя вищих груп може дати новий
погляд навiть на звичайну теорiю груп.

З симетричних груп Sn ми можемо отримати iншi скiнченнi групи, ви-
користовуючи конструкцiї з subsection 4.5. Iншi групи можна побудувати
безпосередньо. Наприклад, BAn, класифiкуючий тип знакозмiнної групи,
можна прийняти як тип n-елементних множин X, оснащених знаковим
впорядкуванням: це клас еквiвалентностi впорядкування Finn ≃ X за
модулем парних перестановок. Дiйсно, iснує лише два можливих знако-
вих впорядкування, тому це визначення вiдповiдає спочатку розгляду
короткої точної послiдовностi

1→ An → Sn
sgn−−→ S2 → 1

де останнє вiдображення — це вiдображення знака, потiм реалiзацiї вiд-
ображення знака як заданого вiдображенням Bsgn : BSn → BS2, яке
приймає n-елементну множину в її набiр знакових впорядкувань, i, наре-
штi, припущенню, що BAn — гомотопiчне волокно Bsgn.

Аналогiчно, BCn, класифiкуючий тип циклiчної групи з n елементiв,
можна прийняти як тип n-елементних множин X, оснащених циклiчним
впорядкуванням: клас еквiвалентностi впорядкування Finn ≃ X за моду-
лем циклiчних перестановок. Але на вiдмiну вiд вищенаведеного, де ми
мали збiг, що Aut(S2) ≃ S2, це не вiдповiдає короткiй точнiй послiдовностi.
Скорiше, це вiдповiдає послiдовностi

1→ Cn → Sn → Aut(Fin(n− 1)) ≃ S(n−1)!

де розпетлювання останнього вiдображення — це вiдображення з BSn

в BS(n−1)!, яке вiдображає n-елементну множину в набiр циклiчних впо-
рядкувань, яких є (n− 1)! — оскiльки як тiльки ми зафiксуємо позицiю в
впорядкуваннi конкретного елемента, ми вiльнi переставляти решту.
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Як iнший приклад, розглянемо вiдображення p : BS4 →pt BS3, яке
вiдображає 4-елементну множину X у її набiр розбиття 2-на-2, яких є 3.
Використовуючи цю конструкцiю, ми можемо реалiзувати деякi вiдомi
тотожностi напiвпрямого та сплетiння, такi як A4 ≃ S2

2 ⋊A3, S4 ≃ S2
2 ⋊S3,

i, для октаедричної групи, Oh ≃ S3
2 ⋊ S3 ≃ S2 ≀ S3.

Звернемося до iншого способу отримання нових груп зi старих, а саме
за допомогою теорiї накриттiв.

7.1 1-групи та накриття

Зв’язки мiж накриттями точкового зв’язного типу X та множинами з
дiєю фундаментальної групи X вже встановленi в гомотопiчнiй теорiї
типiв [15]. Згадаємо цей зв’язок i трохи розширимо його.

Для нас точковий зв’язний тип X еквiвалентний∞-групi G :∞-Group
з розпетлюванням BG := X. Накриття над BG — це просто сiмейство
типiв C : BG → Set, яке потрапляє в унiверсум множин. Отже, згiдно
з нашим обговоренням дiй у subsection 4.2, це саме множина з дiєю
G. Оскiльки Set є 1-типом, C однозначно поширюється на сiмейство
типiв C ′ : ∥BG∥1 → Set, але ∥BG∥1 є розпетлюванням фундаментальної
групи X, i тому C ′ є однозначно визначеним вибором множини з дiєю
фундаментальної групи.

Унiверсальне накриття — це простозв’язне накриття BG,

B̃G : BG→ Set, z 7→ ∥pt = z∥0.

Зауважте, що повний простiр B̃G справдi є 1-зв’язним накриттям BG⟨1⟩,
оскiльки ∥pt =BG pt∥0 ≃ (|pt| =∥BG∥1 |pt|). Також зауважте, що якщо G
вже є 1-групою, то це просто права дiя G на собi, а загалом це права дiя G
на фундаментальнiй групi (тобто декатегоризацiя G) через гомоморфiзм
усiчення вiд G до π1(BG), де ми також можемо розглядати π1(BG) як
декатегоризацiю G в 1-Group.

Загалом iснує вiдповiднiсть Галуа мiж зв’язними накриттями BG
та класом спряженостi пiдгруп фундаментальної групи. Дiйсно, якщо
C : BG→ Set має зв’язний повний простiр, то простiр (g : ∥BG∥1)×C ′(g)
сам по собi є зв’язним 1-усiченим типом, i проекцiя на ∥BG∥1 iндукує
включення фундаментальних груп пiсля того, як вибрано точку pt :
C ′(pt).

Теорема 7.1 (Основна теорема теорiї Галуа для накриттiв).
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1. Група автоморфiзмiв унiверсального накриття B̃G iзоморфна де-
категоризацiї G в 1-групу,

Aut(B̃G) ≃ Decat1(G) ≃ π1(BG).

2. Крiм того, iснує контрварiантна вiдповiднiсть мiж класами спря-
женостi пiдгруп Decat1(G) та зв’язними накриттями BG.

3. Це пiднiмається до вiдповiдностi Галуа мiж пiдгрупами Decat1(G)
та точковими зв’язними накриттями BG. Нормальнi пiдгрупи
вiдповiдають накриттям Галуа.

Зауважте, що унiверсальне накриття та тривiальне накриття (постiйне
в одиничному типi) є канонiчно точковими, що вiдображає той факт, що
двi тривiальнi пiдгрупи є нормальними.

Перша частина основної теореми має чiтке узагальнення на вищi
групи:

Теорема 7.2 (Основна теорема теорiї Галуа для n-накриттiв, части-
на перша). Група автоморфiзмiв унiверсального n-типового накриття
Un(BG),

Un(BG) : BG→ Type≤n, z 7→ ∥pt = z∥n
типу BG iзоморфна декатегоризацiї G в (n+ 1)-групу,

Aut(Un(BG)) ≃ Decatn+1(G) ≃ Πn+1(BG).

Доведення. Зауважте, що BAut(Un(BG)) — це образ вiдображення 1→
(BG→ Type≤n), яке надсилає канонiчний елемент у Un(BG). Оскiльки
BG зв’язний, цей образ є саме ∥BG∥n+1 за [20, Теорема 7.1]. Тодi ми
закiнчили, оскiльки BΠn+1(BG) ≃ ∥BG∥n+1 за визначенням.

Можна використовувати iншi частини Теорема 7.1, щоб визначити
поняття пiдгрупи та нормальної пiдгрупи для n-груп, якi потiм стають
структурою на, а не властивiстю гомоморфiзму f : K → G. Явно,
структура нормальної пiдгрупи на такому f — це розпетлювання B(G//K)
типу G//K разом з вiдображенням Bq : BG→pt B(G//K), що призводить
до послiдовностi волокон

G // K → BK
Bf−→ BG

Bq−→ B(G // K). (2)
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7.2 Центральнi розширення та когомологiї груп

Когомологiя вищої групи G — це просто когомологiя її розпетлювання
BG. Дiйсно, для будь-якого спектру A ми визначаємо

Hk
Grp(G,A) := ∥BG→pt B

kA∥0.

Звичайно, щоб визначити k-ту групу когомологiй, нам потрiбне лише
k-кратне розпетлювання BkA.

Якщо A : (∞, 2)GType — плетена ∞-група, то ми маємо другу групу
когомологiй H2

Grp(G,A), i елемент c : BG→pt B
2A дає початок централь-

ному розширенню
BA→ BH → BG

c−→ B2A,

де BH — гомотопiчне волокно c. Це пiднiмає у свiт вищих груп звичайний
результат про те, що класи iзоморфiзму центральних розширень 1-групи
G абелевою 1-групою A задаються класами когомологiй в H2

Grp(G,A).
У репозиторiї Spectral є повна формалiзацiя спектральної послiдов-

ностi Серра для когомологiй [8]. Якщо ми маємо будь-яку послiдовнiсть
волокон нормальної пiдгрупи для ∞-груп, як у (2), то ми отримуємо
вiдповiдну спектральну послiдовнiсть з E2-сторiнкою

Hp
Grp(G // K,Hq

Grp(K,A))

i яка збiгається до Hn
Grp(G,A), де A — будь-який усiчений зв’язний спектр,

який мiг би бути навiть лiвим G-модулем, i в цьому випадку ми вiдтво-
рюємо спектральну послiдовнiсть Хохшильда-Серра.

8 Формалiзацiя
Ми формалiзували багато результатiв цiєї статтi. Ми використовуємо
доказовий асистент Lean 2. Це стара версiя доказового асистента Lean
(версiя 3.3 станом на сiчень 2018 року). Ми використовуємо стару версiю,
оскiльки нова версiя офiцiйно не пiдтримує HoTT, хоча iснує експеримен-
тальна бiблiотека для HoTT, але вона не має такої кiлькостi теорiй, як
бiблiотека в Lean 2.

Бiблiотека Lean 2 HoTT роздiлена на двi частини: основну бiблiо-
теку та формалiзацiю спектральних послiдовностей. Ми працювали в
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останнiй, щоб мати можливiсть використовувати результати з цього репо-
зиторiю, такi як теореми про простори Ейленберга-Маклейна та точковi
вiдображення. Усi результати цiєї статтi викладенi в одному файлi, хо-
ча для багатьох результатiв основна частина доведення знаходиться в
iншому мiсцi (в Emacs натиснiть на назву та натиснiть M-., щоб знайти
визначення).

Щоб зiбрати файл, встановiть Lean 2 згiдно з iнструкцiями з цьо-
го репозиторiю, а потiм завантажте репозиторiй Spectral i компилюйте
його (ви можете використовувати команду path/to/lean2/bin/linja у
командному рядку, щоб скомпiлювати бiблiотеку, в якiй ви перебуває-
те). Репозиторiй Spectral мiстить деякi недоведенi результати, позначенi
sorry. Ви можете написати print axioms theoremname у файлi, щоб
переконатися, що sorry не використовується в доведеннi.

9 Висновок
Ми представили теорiю та формалiзацiю вищих груп у HoTT i довели,
що для структур на рiвнi множин ми вiдновлюємо добре вiдомi об’єкти:
групи та абелевi групи. Можливим наступним кроком було б зробити
те саме для об’єктiв 1-типу. Вiдповiднi алгебраїчнi об’єкти мають довгу
iсторiю. Суворi 2-групи передують теорiї категорiй, оскiльки вони вини-
кають у дослiдженнi Вайтхедом схрещених модулiв [27]. Теорiя слабких
2-груп була розпочата учнем Гротендiка Хоанг Суан Сiнем [24] i далi
розвинена в [4]. У HoTT має бути можливим довести, що слабкi 2-групи
та схрещенi модулi еквiвалентнi 2-групам у нашому розумiннi, коли ми
використовуємо вiдповiднi правильнi поняття еквiвалентностi.

Симетричнi 2-групи за теоремою про стабiлiзацiю є такими ж, як
1-усiченi симетричнi спектри. Вони описуються простiше, нiж довiльнi
схрещенi модулi, як групоїди Пiкара. Це частина стабiльної гомотопiчної
гiпотези [14, 16]. Також має бути можливим розвинути теорiю групоїдiв
Пiкара в HoTT i таким чином довести вiдповiдну стабiльну гомотопiчну
гiпотезу.

Вищi групи iнтенсивно вивчалися в теорiї гомотопiй, зокрема пiсля
p-поповнення для простого числа p. p-компактна група — це Fp-локальна
∞-група, носiй якої є Fp-скiнченним, див. [10]. Вони є хорошими гомото-
пiчними аналогами груп Лi i добре взаємодiють з компактними групами
Лi, наприклад:
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Теорема 9.1 ([11]). Нехай P — p-торальна група, а G — компактна група
Лi. Тодi ∥BP →pt BG∥0 iзоморфно класам спряженостi гомоморфiзмiв з
P в G.

Вищi групи також вiдiграють особливо помiтну роль у розвитку кван-
тової теорiї поля в когезивнiй гомотопiчнiй теорiї типiв [21]. У когезивнiй
теорiї типiв ми справдi можемо вловити топологiчну або гладку стру-
ктуру груп та їх класифiкуючих типiв, а отже, правильно розвинути
теорiю Лi, включаючи її узагальнення на вищi групи. Усi нашi результати
використовують лише основну частину HoTT, i тому вони залишаються
в силi також у когезивнiй HoTT.

Зауважте, що ми критично використали трюк для вивчення вищих
груп у HoTT, а саме те, що вони можуть бути представленi точковими
зв’язними типами. Альтернативою було б визначити їх як групоподiбнi
алгебри для операди маленьких k-кубiв Ek. Але це вимагає саме такої
нескiнченної вежi умов когерентностi, яку ми ще не знаємо, як визначити
в HoTT. (Або чи це взагалi можливо.) Таким чином, хоча ми маємо тип
вищих груп, ми не маємо типу вищих моноїдiв (загальних Ek-алгебр).
Таким чином, їх теорiя та вiдповiдна теорема про стабiлiзацiю наразi
недоступнi для HoTT.
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